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1 Einleitung

In nahezu allen energietechnischen und verfahrenstechnischen Anlagen kommen War-
meiibertrager zum Einsatz, und zwar als einzelne Anlagenkomponenten oder als zusam-
mengeschaltetes Untersystem. Deren stationéres Verhalten ist weitgehend bekannt, und
die Methoden fiir ihre Berechnung sind weit entwickelt [1] [2]. Wenn eine solche Anlage
jedoch angefahren, geregelt oder abgeschaltet wird oder wenn Stérungen auftreten, wird
das instationidre Verhalten wichtig. Das instationire Verhalten einzelner Wérmeiiber-
trager ist bereits untersucht worden (3], jedoch nicht das von zusammengeschalteten
Systemen, wie sie etwa bei der Wirmeriickgewinnung in Rauchgasreinigungsanlagen
[4], raumlufttechnischen Anlagen [5] und Gasturbinenanlagen [6] [7] [8] Anwendung
finden.

Waérmedibertrager I

~

' Hauptstrom II

armedibertrager 11 (¢§

Abb. 1.1. System aus zwei gekoppelten Wirmeiibertragern mit umlaufendem Fluidstrom.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung eines solchen Systems. Es
besteht aus zwei Wirmeiibertragern, die durch ein umlaufendes Fluid gekoppelt sind,
welches mit einer Pumpe umgewilzt wird, Abb. 1.1. Es dient dazu, Warme indirekt

von einem warmen Hauptstrom I an einen kalten Hauptstrom II zu iibertragen.
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Meierer [4] beschreibt den Einsatz eines Wirmeverschiebesystems in einer Rauchgas-
entschwefelungsanlage. Es dient zur Aufheizung der Reingase hinter der Rauchgas-
entschwefelung, bevor sie durch den Kamin in die Atmosphére strdmen. Zu diesem
Zweck wird Wiarme indirekt von den heifilen Rohgasen (Hauptstrom I) an die Reingase
(Hauptstrom II) iibertragen. Als umlaufendes Fluid wird fliissiges Wasser verwendet.
Bei der Auslegung der Rauchgasentschwefelungsanlage wurde das gekoppelte System
einem Regenerator mit rotierender Speichermasse vorgezogen, weil Rein- und Rohgase
hier streng getrennt sind [4]. Nur so konnten die Grenzwerte fiir die Schadstoffkonzen-

trationen im Reingas eingehalten werden.

Ein weiteres Anwendungsgebiet von zwei gekoppelten Warmeiibertragern ist die Wir-
meriickgewinnung in raumlufttechnischen Anlagen [5]. Es wird Wirme indirekt zwi-
schen Aufenluft und Abluft iibertragen. Im Winterbetrieb wird die AuBlenluft mit Hil-
fe der Abluft vorgewédrmt. Im Sommerbetrieb wird die Aulenluft mit Hilfe der Abluft
vorgekiihlt. Das gekoppelte System wird eingesetzt, weil sich auch grofie Entfernungen
zwischen den Orten, an denen Auflenluft und Abluft zur Verfiigung stehen, problemlos
iiberwinden lassen [5]. Als umlaufendes Fluid wird Wasser verwendet, dem ein Frost-

schutzmittel zugesetzt wird [5] [9].

London und Kays [6] untersuchen den Einsatz von zwei gekoppelten Wirmeiiber-
tragern in Gasturbinenanlagen. Es wird Wirme indirekt von den heiflen Turbinen-
abgasen (Hauptstrom I) an die verdichtete Luft (Hauptstrom II) iibertragen, um sie
fir die Verbrennung vorzuwérmen. Das umlaufende Fluid ist ein fliissiges Metall, und
zwar Natrium, Kalium oder ein Gemisch aus beiden. Erstmals wird festgestellt, daf
es einen optimalen Wert fiir die Grofle des Wiarmekapazititsstroms des umlaufenden
Fluids gibt. Wenn das System mit diesem betrieben wird, erzielt man die gréBtmaogli-
chen Temperaturdnderungen bei vorgegebenen Eintrittstemperaturen und Wérmeka-
pazitdtsstromen der beiden Hauptstrome. London und Kays [6] untersuchen zwei gekop-
pelte Gegenstrom-Wirmeiibertrager. Die Wiarmekapazititsstrome der beiden Haupt-
stréme sind gleich grofl. Die Warmedurchgangswiderstinde in beiden Apparaten sind
ebenfalls gleich grof und unabhingig von der Gré8e des Umlaufstroms. In diesem Son-
derfall ist der optimale Warmekapazitatsstrom des umlaufenden Fluids so groff wie der

der Hauptstréme [6).

Martin [10] und Roetzel [11] untersuchen den Wert des optimalen Umlaufstroms fiir

einen allgemeineren Fall. Die gekoppelten Gegenstrom-Wirmeiibertrager kénnen mit
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unterschiedlich grofen Wirmekapazitétsstromen der Hauptstrome betrieben werden,
und die Wirmedurchgangswiderstinde in den Einzelapparaten konnen unterschiedlich
grof sein. Es wird aber weiterhin vorausgesetzt, daff der Wirmedurchgangskoeffizient

unabhingig von der Gréfie des Umlaufstroms ist.

Anhand von Zahlenrechnungen hat Martin [10] gezeigt, dafl der optimale Wérme-
kapazititsstrom des umlaufenden Fluids zwischen den Wérmekapazitdtsstromen der
Hauptstrome liegt. Roetzel [11] hat daraufhin eine Berechnungsformel fiir den optima-
len Wirmekapazititsstrom des umlaufenden Fluids hergeleitet. Zusétzlich wird eine
kostengiinstige Aufteilung der wirmeiibertragenden Flichen zwischen den Einzelappa-

raten vorgeschlagen [11}.

Neben dem Gegenstrom wurde von Martin [10] der Fall untersucht, daf} in den Einzel-
apparaten einseitig quervermischter Kreuzstrom vorliegt. Dabei ist der Umlaufstrom
quervermischt, wihrend die Hauptstréme unvermischt sind. Der optimale Umlaufstrom

ist unendlich grof.

Alle bisherigen Methoden zur Ermittlung des optimalen Umlaufstroms [6] [10] [11] set-
zen voraus, dafl die Wiarmedurchgangskoeffizienten unabhéngig von der Gréfie des Um-
laufstroms sind. Diese Vorgehensweise ist gerechtfertigt, wenn der Warmeiibergangswi-
derstand auf der Seite der umlaufenden Fliissigkeit gegeniiber den anderen thermischen

Widerstinden vernachlissigt werden kann [12].

Jansing [7] und Schneider [8] beschreiben den Einsatz eines Warmeverschiebesystems
mit nachgeschaltetem Abhitzekessel in einem Gasturbinenheizkraftwerk. Auch hier
wird Warme indirekt von den heiflen Turbinenabgasen (Hauptstrom I) an die ver-
dichtete Luft (Hauptstrom II) iibertragen. Anschliefend stromen die Turbinenabgase
in einen Abhitzekessel, in dem Heiz— bzw. ProzeSdampf erzeugt wird. Durch die Grofle
des Umlaufstroms wird eingestellt, welcher Energieanteil der Turbinenabgase fiir die
Erzeugung von Heiz— bzw. Prozefdampf im Abhitzekessel verwendet wird und welcher

fiir die Vorwdrmung der verdichteten Luft.

Wenn die Grofle des Umlaufstroms verdndert wird, stellt sich erst nach einiger Zeit
ein neuer Betriebszustand ein. Von besonderem Interesse ist, nach welcher Zeit sich
dieser Betriebszustand einstellt und wie die Temperaturen im System sich mit der Zeit

andern. Es ist das instationiire Verhalten zu untersuchen.

Im Gegensatz zum stationdren Verhalten finden sich in der Literatur keine Angaben
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iber die Berechnung des instationdren Verhaltens des Systems aus zwei gekoppelten
Wirmeiibertragern mit umlaufendem Fluidstrom. Fiir einzelne Warmeiibertrager hin-
gegen liegen auch fiir den instationdren Fall zahlreiche Arbeiten vor [3]. Grundlage
sind dabei immer Bilanzgleichungen fiir die Energie. Wenn beliebige Temperatur- und
Massenstromschwankungen auftreten, werden die Energiegleichungen iiblicherweise li-
nearisiert und mit der Laplace-Transformation geldst [13] [14] [15]. Ontko und Harris
[16] 16sen mit einem Finite-Differenzen-Verfahren die Energiegleichugen, ohne sie zu
linearisieren. Allerdings werden nur sprungférmige Massenstroméinderungen berech-
net. Xuan und Roetzel [17] 16sen die Energiegleichung ohne Linearisierung mit der
Laplace-Transformation und numerischer Riicktransformation fiir beliebige Anderun-
gen der Eintrittstemperaturen und stufenformige Anderungen der Massenstréme zu
Beginn des instationdren Prozesses. Ungleichverteilungen der Strémung und Lingsver-

mischung werden durch das Dispersionsmodell beriicksichtigt.

In der vorliegenden Arbeit wird fiir den stationiren Fall ein allgemeines Verfahren ent-
wickelt, mit dem der optimale Umlaufstrom berechnet werden kann, wenn die Wirme-
durchgangskoeffizienten von der Grofle des Umlaufstroms abhingig sind. Es ist not-
wendig, diese Abhéngigkeit zu beriicksichtigen, wenn der Wiarmeiibergangswiderstand
auf der Gasseite durch die Anbringung von Rippen so stark verkleinert wird, daf§ er
die Grofenordnung des Wirmeiibergangswiderstandes auf der Seite der umlaufenden
Flissigkeit hat oder wenn die beiden Hauptstrome ebenfalls Fliissigkeiten sind. Fer-
ner wird untersucht, ob es auch fiir andere Stromfiihrungen als den Gegenstrom einen

endlichen Wert fiir den optimalen Umlaufstrom gibt.

Anschliefilend werden Verfahren fiir die Berechnung des instationiren Verhaltens von
zwei gekoppelten Wiarmeiibertragern mit umlaufendem Fluidstrom entwickelt. Neben
der iiblichen Vorgehensweise mit den linearisierten Energiegleichungen wird besonderer
Wert darauf gelegt, die Energiegleichungen zu 16sen, ohne sie zu linearisieren. Schlief-

lich werden die Berechungsverfahren auf Beispiele angewendet.




2 Optimierung des stationéren Betriebs

Im folgenden wird ein Optimierungskriterium fiir die Gréfle des Umlaufstroms im sta-

tiondren Betrieb aufgestellt.

Optimierungsaufgabe:

Wie gro3 mu8 der Umlaufstrom
sein, damit die Forderungen
erfillt sind ?

Forderung:
Méglichst starke
Abkihlung

Warmedlbertrager 1

~

Hauptstrom II
gegeben:

Hauptstrom I Eintrittstemperatur,
gegeben: Warmekapazitdtsstrom
Eintrittstemperatur,

Warmekapazitdtsstrom ‘

Umlaufstrom

Forderung:
Mbglichst starke
Erwérmung

Waérmedlbertrager ITi@

Abb. 2.1. Formulierung der Optimierungsaufgabe fiir den stationiren Betrieb eines Systems

aus zwei gekoppelten Warmeiibertragern mit umlaufendem Fluidstrom.

Die Wirmekapazititsstrome und Eintrittstemperaturen der beiden Hauptstrome wer-

den ebenso wie die Stromfithrungen in den Wirmeiibertragern vorgegeben, Abb. 2.1.

An den optimierten Betrieb wird die Forderung gestellt, daf8 sich der warme Haupt-
strom I moglichst stark abkiihlen soll. Gleichwertig dazu ist aufgrund des ersten Haupt-
satzes die Forderung, daf sich der kalte Hauptstrom II moglichst stark erwérmen soll.

Die Optimierungsaufgabe lautet:

Wie gro mufl der Wirmekapazitéitsstrom des umlaufenden Fluids gewéhlt
werden, damit die Forderung nach grofitméglichen Temperaturdnderungen

der Hauptstréme erfiillt wird?




Indizes:

1 : Hauptstrom
2 : Umlaufstrom
I : Warmedbertrager 1
11 : Warmeubertrager 11

ein : Eintritt
aus: Austritt
P. = T einl” T1.ausl
1=
T1 einl” T1,ein i}
NTU-Werte:

P _T1.aus - T1,ein 1l

- NTU,, = (kA), / W
" Tiein1~ Treinu TMUS” = (kAN /Wy

NTUm = (kA)u / Wm

Abb. 2.2. Bezeichnungen und Formelzeichen, die zur Beschreibung des Systems und zur

Ermittlung des optimalen Umlaufstroms benétigt werden.

Die Grofen, die benétigt werden, um das Optimum zu ermitteln, sind in Abb. 2.2 dar-
gestellt. Thre Formelzeichen tragen meist Doppelindizes. So ist beispielsweise W;; der
Wiarmekapazitétsstrom des Hauptstroms von Apparat I oder T} ¢;nrr die Eintrittstem-

peratur des Hauptstroms von Apparat II.

Der Wiarmekapazititsstrom des umlaufenden Fluids
W2 = ThQCpQ (21)

ist aufgrund der Kontinuité4tsgleichung und der Annahme, daf seine spezifische Wirme-
kapazitdt konstant ist, fiir alle Untersysteme gleich grof und trigt daher nur einen

Index, namlich 2 fiir Umlaufstrom.

‘Die beiden Wirmeiibertrager sind durch ihre NTU-Werte gekennzeichnet. Mit k wird

der Wirmedurchgangskoeffizient bezeichnet und mit A eine willkiirliche Bezugsfliche,
Abb. 2.2.

Die dimensionslose Temperaturinderung des Hauptstroms I

T; ein - T us
P”___ l,einl 1,aus/ (22)

Tl,einl - Tl,einII

1a8t sich explizit als Funktion der beiden NTU-Werte und der beiden Wirmekapa-
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zitdtsstromverhéltnisse Ry 15 = VVZ/WH und Ry 11 = WU/WH; angeben [10] [12]:

1 1 + Riranr 1 (2.3)
Py eu(NTUy, Ronr)  enn(NTUip, RianrRaar)  Rear’
N ——r’
Ro 11
d.h.
Py = Py (NTUyp, NTUvpr, Roar, Rarun) - (2.4)

Da die Wirmekapazititsstrome der beiden Hauptstrome vorgegeben sind, entféllt das
Wirmekapazititsstromverhéltnis Ryy 17y in Gl. 2.3 bzw. Gl. 2.4 als unabhéngige Verén-
derliche.

Mit €;; und €;7; werden die dimensionslosen Temperaturdnderungen der Fluidstrome in
den Einzelapparaten nach Gl. 2.5 bzw. 2.6 bezeichnet. Sie sind fiir eine grofie Anzahl von
Stromfiihrungen als Funktion von NTU~-Wert und Warmekapazitétsstromverhéltnis in

Form von Diagrammen und Gleichungen zusammengestellt {1].

T ein _T aus
er(NTUip, Ryqp) = 7ol ——newsd (2.5)

Tl,ein] - TQ,einI
T gustt — T ,ein1 (2.6)
T2,einII - Tl,ein”

exrrf(NTUypr, RirpnrRoar) =
——

Ry 111

In der vorliegenden Arbeit werden vier Stromfiihrungen fiir die Einzelapparate behan-
delt, und zwar der einseitig quervermischte Kreuzstrom mit quervermischtem Umlauf-
strom, der einseitig quervermischte Kreuzstrom mit quervermischten Hauptstromen,
der Gegenstrom und der reine Kreuzstrom. Die Gleichungen fiir die dimensionslosen
Temperaturanderungen €;; und €77 sind fiir die verschiedenen Stromfiihrungen aus

dem VDI-Wéirmeatlas [1] entnommen worden.

1. Kreuzstrom mit quervermischtem Umlaufstrom (Hauptstrom unvermischt):

e~NTU _ 1
eir = Roar [1 — exp <————‘>] (2.7)

R2,1I
: 1
61](NTU1[ — OO) = R2,11 |:1 — eXp (— )} (28)
Ry1;
PP PR (TS | S
€ = l—exp| ——mm 2.9
I 1I,1014%2171 [ p < R11,111R2,11

1
e1rf(NTU ;p = 00) = RipanrRonr [1 — exp (—E;—I—IR—I)} (2.10)
TRIIZLTN
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2. Kreuzstrom mit quervermischten Hauptstromen (Umlaufstrom unvermischt):

[ =NTU);
&7 = 1—exp Ry (e Roar - — 1)} (2.11)
61[(NTU11 — OO) = 1- exp (-—RQ,”) (212)
( ~NTUyj;
€111 = l—exp R]_],].][Rg’lj (63”"”}22»” — 1)} (2.13)
eif(NTUyyp = 00) = 1 —exp(—=RysirRonr) (2.14)
3. Gegenstrom:
1—exp [(— — 1) NTUU]
€1 = (2.15)
1 - R2,1] ex p [(RQ.U - 1) NTUII]
NTUy;
Roy=1 = ——— .
€11(Ranr = 1) 1+ NTU, (2.16)
61](NTU11 — OO) = 1, R2’1[ >1 (217)
611(NTU11 — OO) = R2‘11, R2,11 <1 (218)
1- €Xp [(Ru 111132 YOl 1) NTUI”]
€y = ] T (2.19)
1- RyrairRoar exp [(RII,IIIR2.II - 1) NTU”’]
NTUy;
R Ryyy=1) = ————=
exrr(RurarrRoar ) 1T NTU., (2.20)
erf(NTUyir = 00) = 1, RianRen > 1 (2.21)
€1 1(NTUyyp = 00) = RypaprRenr, RipannRoar <1 (2.22)
4. reiner Kreuzstrom:
oy = 2l i 1 — exp(~NTUy;) i =SNTU
NTUw % 5=0J !
NTUU | (NTU11>
1 —exp(— — 2.23
2,11 g I\ Raur (2.23)
611(NTU1[ — OO) = 1, Rg,u >1 (224)
eir(NTUy; = 00) = Ryyp, Ry <1 (2.25)
_ RuanRoar & j
“r = TNTOL mZ—O{ 1 —exp(=NTUy) JZ% SNTUY
NTUi; (&1 < NTU,p; )"'
1—exp(——=——+— —_— 2.26
[ (= RiranRoni” 52 50 \RuranRaar (2.26)

eirf(NTUyjp = o0) = 1, RijannRanr > 1 (2.27)
eirf(NTUyy; = 00) = RiyuRenr, RipanRaogr <1 (2.28)
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Bei der Herleitung von Gl. 2.3 und den Gln. 2.7 bis 2.28, die in Gl. 2.3 eingesetzt
werden, sind idealisierende Annahmen getroffen worden, die bei der Berechnung von

Wirmeiibertragern iiblich sind [1]:

¢ Die Wirmeverluste an die Umgebung und die Dissipation von mechanischer Lei-

stung sind vernachléssigbar;

e Anderungen der kinetischen und potentiellen Energien der Stoffstréme sind ver-

nachléssigbar;
e die spezifischen Wirmekapzitdten sind konstant;

e Kolbenstrémung liegt in beiden Warmeiibertragern und in den Verbindungslei-

tungen vor,

e Wirmeleitung und Vermischung in Strémungsrichtung sind vernachlassigbar.

Es werden ausschlieflich Prozesse ohne Phasenwechsel betrachtet.
Mit den Annahmen gilt nach dem ersten Hauptsatz
Wit (T eint — Thgust) = Wirr(Tvaustt — Tieintr) (2.29)
oder in dimensionsloser Form
RirinPir = P (2.30)

Die dimensionslosen Temperaturidnderungen der Hauptstréme sind proportional zuein-
ander, d.h. wenn die Temperaturinderung des warmen Hauptstroms maximal wird,

wird auch die des kalten Hauptstroms maximal.
Um die Gln. 2.7 bis 2.28 auswerten zu kénnen, werden die NTU-Werte bendtigt:

kA
NTUyy = (W LTy I,11. (2.31)

1M

Im NTU-Wert ist der Wirmedurchgangswiderstand 1/(kA)) enthalten. Er ist die
Summe aus dem Wirmeiibergangswiderstand 1/(apAin) auf der Seite des Haupt-
stroms, dem Wirmeleitungswiderstand der Wand Rw s und dem Wérmeiibergangswi-

derstand 1/(agprAaar) auf der Seite des umlaufenden Fluids:

1 1 1
= + R ‘+— M=1II 2.32
(kA moamoimAim M oo Cans Ao (2:32)
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Bei Verwendung der Gl. 2.32 handelt es sich um die iibliche Methode fiir die Berech-
nung des Wiarmedurchgangswiderstands unter ndherungsweiser Beriicksichtigung des
Lingeneffekts [1]. Der mittlere Wirmeiibergangskoeffizient o wird aus einer Korrela-
tion fiir die mittlere NuBelt-Zahl (Nu = aL./)) bestimmt. Sie ist eine Funktion der
Reynolds-Zahl (Re = wL./v), der Prandtl-Zahl (Pr = v/a) und von geometrischen
Kennzahlen [18]:

Nu = f(Re, Pr, Kgeom)- (2.33)

Daneben wird der Wéarmeiibergang und damit die Nufelt-Zahl i.a. von den thermi-
schen Randbedingungen bestimmt, z.B. konstante Wandtemperatur oder konstante
Warmestromdichte [19].

Wenn konstante Stoffwerte vorausgesetzt werden, folgt aus Gl. 2.33, dafi der Wiarmeiiber-
gangskoeffizient fiir eine feste Geometrie nur eine Funktion der Strémungsgeschwindig-
keit ist:

a = afw). (2.34)

Mit 7mo1m und moepr werden in Gl. 2.32 die Oberflichenwirkungsgrade bezeichnet. Sie
werden bei berippten Oberflichen verwendet [12] und bringen zum Ausdruck, da88 Rip-
penoberflichen nicht voll wirksam sind, da sie dem Wéarmeiibergang an das Fluid eine
kleinere Temperaturdifferenz bieten als das Grundmaterial [18]. Die Oberflichenwir-
kungsgrade werden aus der Gesamtfliche A, der Rippenoberfliche A und dem Rip-

penwirkungsgrad ng berechnet:

A
o = 1= M0 —ppy) M=111 (2.35)
1M
A
Moam = 1-— AR2M(1—nRW) M=1I1II (2.36)
2M

Der Rippenwirkungsgrad nr héngt wiederum vom mittleren Wirmeiibergangskoeffizi-
enten ab [18].

Fiir die Optimumsuche sind die Stromungsgeschwindigkeiten der Hauptstrome fest vor-
gegeben. Aus Gl. 2.34 folgt, da$ dann auch die Wirmeiibergangskoeffizienten konstant
sind. Damit sind die Warmetibergangswiderstinde auf der Seite der Hauptstrome fiir

die Optimumsuche Konstanten:

1

——— =const M =1II. (2.37)
noimonm Aip
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Bei der Optimumsuche éndert sich der Wéarmekapazitétsstrom des umlaufenden Fluids

in Abhsngigkeit von der Strémungsgeschwindigkeit:
Wan = 0 Apmwancpy M =111 (2.38)

Nach Gl. 2.34 ist der Wirmeiibergangskoeffizient eine Funktion der Stromungsge-
schwindigkeit. Damit sind die Wirmeiibergangswidersténde auf der Seite des umlau-

fenden Fluids Funktionen der jeweiligen Stromungsgeschwindigkeiten.

In den Einzelapparaten wird Wirme von einem gasformigen Hauptstrom an einen
fliisssigen Umlaufstrom iibertragen, Abschnitt 1. Der Wirmeiibergangskoeffizient auf
der Seite der Fliissigkeit ist in der Regel sehr viel groer als auf der Seite des Gases [1].
Man wird daher Rippen auf der Gasseite anbringen, um den Warmedurchgangswider-
stand zu verkleinern, und die Seite der umlaufenden Fliissigkeit unberippt lassen. Dann
entfallen die Oberflichenwirkungsgrade ngps. Fiir die Wiarmeiibergangswiderstinde auf

der Seite der umlaufenden Fliissigkeit gilt
1 1

= M=11I1I. 2.39
To2m Can Azt Ole(w2M)A2M ( )

Wenn konstante Stoffwerte angenommen werden, sind die Wéarmeleitungswiderstdnde

der warmeiibertragenden Winde konstant:

Ry =const M =1,I1I. (2.40)

In Gas—CGas— oder Gas-Fliissigkeit~Wirmeiibertragern kann der Warmeleitungswider-
stand der Winde in der Regel gegeniiber den anderen thermischen Widerstéinden in

Gl. 2.32 vernachléssigt werden [12].

Die Gln. 2.32, 2.37, 2.39 und 2.40, in Gl. 2.31 eingesetzt, ergeben folgende Beziehung
fiir die NTU-Werte:

~0

Wz (sz) WIM

Lo W B M=1,1II
NTUiy  namoaimAim i 1MJ aans (Wang) Aone Wo(wan) T
const
(2.41)
Fiir eine kompakte Darstellung werden folgende Parameter eingefiihrt:
. ~0 -1
W p—N— s
Ny = |— — + Ry Wim M=1I1II (2.42)
noimeamAim
A

Ny, = Cem(wa)don o g (2.43)

W2(w2M)
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Die Gln. 2.42 und 2.43, in Gl. 2.41 eingesetzt, ergeben

1 1 1
= o+
NTUwn  Niv NopyRoam

M=11I. (2.44)

In die Parameter N, und in das Wiarmekapazitdtsstromverhiltnis Ry 15, werden die
Nuflelt-Zahl, die Reynolds-Zahl und die Prandtl-Zahl eingefiihrt:

A
Nops = NugM(RegM)ﬁRegj,,Pr;,\} M=1I1II (2.45)
q

A2 Lam Aq2M Reypr Pran
Mum Leans Aqim Reans Priy
Die beiden Verénderlichen in den Gln. 2.45 und 2.46 sind die Reynolds-Zahlen Rey;
und Reyy;. Sie sind durch die Kontinuitatsgleichung gekoppelt:

Royp = M=1I,II. (2.46)

Agor Leopr

Reyrp =
Aq?” Lc?l

R621. (247)

Mit Gl. 2.47 wird die Reynoldzahl Re,;; aus den Gln. 2.45 und 2.46 eliminiert.

Wie die Gln. 2.41 bis 2.47 zeigen, ist es gelungen, die NTU-Werte und Wirmeka-
pazitdtsstromverhéltnisse fiir die Optimumsuche als Funktionen einer einzigen un-
abhéngigen Verdnderlichen Re;; auszudriicken. Nach Gleichung 2.4 ist damit auch die
dimensionslose Temperaturdnderung des Hauptstroms I eine Funktion einer einzigen

unabhéngigen Verdnderlichen:

P” = P11(R621). (248)

Fir diese Funktion ist das absolute Maximum zu ermitteln. Dieser allgemeine Fall wird

anhand von Beispielen in Abschnitt 2.4 behandelt.

Fiir zwei Sonderfille vereinfacht sich die Optimumsuche. Nach Gl. 2.41 gehen die NTU-
Werte gegen unendlich, wenn die Warmedurchgangswiderstinde oder die Wirmekapa-
zitétsstrome gegen null gehen. Dann nehmen die dimensionslosen Temperaturanderun-
gen €17 und €77 Grenzwerte an. Py ist bereits eine Funktion einer einzigen unabhingi-
gen Ry ,;; die Reynolds-Zahl Re,; braucht nicht eingefiihrt zu werden. Es ist dann das
absolute Maximum der Funktion

Pir = Pi(Rar) (2.49)

zu bestimmen. Dieser Fall ist in Abschnitt 2.2 dargestellt.




- 13 -

Wenn der Wirmeiibergangswiderstand auf der Seite des umlaufenden Fluids sehr klein
ist und gegeniiber den anderen thermischen Widerstinden vernachléssigt werden kann,
sind die NTU-Werte nach Gl. 2.41 Konstanten. Dann ist die dimensionslose Tem-
peraturinderung des warmen Hauptstroms Py nach Gl. 2.4 - wie im Fall unendlich
hoher NTU-Werte — bereits eine Funktion einer einzigen Verénderlichen Rj);, ohne
daB die Reynolds-Zahl Rey; eingefiihrt werden mufl. Es ist das absolute Maximum der

Funktion
Py = Pi(Raur) (2.50)

zu bestimmen. Dieser Fall ist in Abschnitt 2.3 dargestellt.

2.1 Durchfiihrung der Extremwertrechnung

Fiir die Funktion
PlI = PII(RQ,H) mit 0< R2’11 (251)

soll das absolute Maximum bestimmt werden. Zunéchst werden die kritischen Punkte
mit 4P
17
=0 2.52
dRo 11 (2.52)

bestimmt [20]. Wenn ein relatives Maximum vorliegt, gilt fiir die kritischen Punkte

d?Py

< 0. 2.53
i, (2:53)

Fiir die Funktion
P” = PH(Regl) (254)

sieht die Extremwertrechnung entsprechend aus. Man sucht Punkte mit

dPy;
M 2.
dR821 ( 55)
und 22
Py
0. .
ke, < (2.56)

Allerdings ist die Funktion P;;(Res;) aufgrund des laminar turbulenten Strémungsum-
schlags des umlaufenden Fluids nicht im ganzen Intervall 0 < Reg; differenzierbar, so
daB die Extremwertrechnung fiir die verschiedenen Teilbereiche, in denen die Funkti-

on differenzierbar ist, getrennt durchgefithrt werden muf. Anschlieflend wird aus den
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gefundenen relativen Maxima und den Werten an den Punkten, an denen ein laminar-
turbulenter Umschlag erfolgt, das absolute Maximum bestimmt, indem die Zahlenwerte

verglichen werden.

2.2  Unendlich grofle NTU-Werte

Es wird der Fall betrachtet, dafl der Warmedurchgangswiderstand nach Gl. 2.32 sehr
klein ist. Im Grenzfall gehen die NTU-Werte nach GI. 2.31 dann gegen unendlich. Fiir
die vier verschiedenen Stromfiihrungen nehmen die dimensionslosen Temperaturinde-
rungen €;; und €;;; Grenzwerte an, die durch die Gln. 2.8, 2.10, 2.12, 2.14, 2.17, 2.18,
2.21, 2.22, 2.24, 2.25, 2.27 und 2.28 gegeben sind.

Die Grenzwerte werden in Gl. 2.3 eingesetzt, so dafl die dimensionslose Tempera-
turdnderung des warmen Hauptstroms P); berechnet werden kann. Fiir die Optimum-
suche besitzt Pi; nur noch das Warmekapazitdtsstromverhéltnis R, ;; als unabhingige

Verianderliche:
1 1 Riranr 1

n— + _ .
Py ar(Renr)  en(RuanRear)  Rear

(2.57)

2.2.1 Kreuzstrom mit quervermischtem Umlaufstrom

Nachdem die GlIn. 2.8 und 2.10 in Gl. 2.3 eingesetzt worden sind, zeigt die Extremrech-
nung, daf das optimale Warmekapazitétsstromverhaltnis RS, unendlich gro8 ist. In
der Praxis wird dieser Wert durch die verfiighare Pumpleistung begrenzt. Die maximal
erreichbare dimensionslose Temperaturdnderung betrigt

mazr __ 1

= ——— 2.58
Y 1+ Ry (2.38)

.2.2.2 Kreuzstrom mit quervermischten Hauptstrémen

Nachdem die GIn. 2.12 und 2.14 in Gl. 2.3 eingesetzt worden sind, zeigt die Extremwert-
rechnung, daf ein endlicher Wert fiir das optimale Wirmekapazititsstromverhiltnis
R;’f’f ; existiert. Er ist implizit gegeben durch

exp(—R3;) RZ rexp(—Ru i RY) 1pt2 =0 (2.59)

[1 — exp(= Ry ]2 [1 - eXP(—Ru,ngI,)fI)]Z ) Ry
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Abb. 2.3. Wert des optimalen Wirmekapazitatsstromverhiltnisses Rgﬁt ; in Abhéngigkeit
vom vorgegebenen Wiarmekapazititsstromverhéltnis Ryy,177 fiir zwei gekoppelte Kreuzstrom-—
Wirmeiibertrager mit quervermischten Hauptstromen. Die NTU-Werte der Einzelapparate
sind unendlich grof. An die Kurve ist fiir einige Punkte der Zahlenwert der maximalen di-

mensionslosen Temperaturdnderung P[7%® eingetragen.

und wird numerisch mit dem Newton—Verfahren bestimmt [20]. In Abb. 2.3 ist das
optimale Warmekapazititsstromverhaltnis R7, in Abhingigkeit vom vorgegebenen

Wirmekapazititsstromverhéltnis der beiden Hauptstrome R,y 17 aufgetragen.

Wenn die Wirmekapazititsstrome der beiden Hauptstrome gleich grof sind, betragt

das optimale Wirmekapazitatsstromverhéltnis Ry" . = 2,983. Dabei wird eine dimen-

sionslose Temperaturinderung von P[7%* = 0, 565 erreicht.
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2.2.3 Reiner Kreuzstrom und Gegenstrom

Dieser Fall ist von Martin [10] behandelt worden. Die Ergebnisse gelten auch fiir Ge-
genstromkaskaden mit unendlich groen NTU-Werten [10].

Reiner Kreuzstrom und Gegenstrom haben fiir unendliche grofe NTU-Werte die glei-
chen Grenzwerte €;; und €7, vgl. Gln. 2.17 und 2.24, 2.18 und 2.25, 2.21 und 2.27 bzw.
2.22 und 2.28. Diese Gleichungen werden verwendet, um die dimensionslose Tempera-
turdnderung des Hauptstroms I in Abhéngigkeit vom Warmekapazititsstromverhiltnis

Ry s auszudriicken. Dabei miissen drei Fille unterschieden werden:

1. Der Warmekapazititsstrom des warmen Hauptstroms ist grofier als der des kalten

Hauptstroms (R;j; ;7 > 1). Dann gilt

1
Py = Ry, 0< Ry < (2.60)
1,111
Py = — ! <R, <1 (2.61)
Y Rirarr’ Rurar — 2= '
R
P = 21 1< Ry (2.62)

Roar + RuranRoar — 17

2. Der Wiarmekapazitdtsstrom des warmen Hauptstroms ist genauso grof wie der

des kalten Hauptstroms (R;;;; = 1). Dann gilt

P1[ = Rz’”, 0< ng]] <1 (263)
Ryt
P = ——— 1< . .
I 2R2,11 1 < R2’1] (2 64)

3. Der Warmekapazitétsstrom des warmen Hauptstroms ist kleiner als der des kalten

Hauptstroms (R 17 < 1). Dann gilt

Py = Ryi, 0< Ry <1 (2.65)
1
Py =1, 1<Ryy< (2.66)
1,111
R 1
P, = 2 < Rauy. (2.67)

)
Roar + RippnrRonr =17 Ryran

In Abb. 2.4 sind fiir drei verschiedene Warmekapazititsstromverhiltnisse Ry; 1, die di-
mensionslosen Temperaturdnderungen des warmen Hauptstroms in Abhéngigkeit vom

eingestellten Warmekapazitatsstromverhéltnis Ry ;; aufgetragen.
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1,0

09 Ru,m =0,5

07 - Ripin =1

0,3

0.2

0,1 +

0,0

I:i2,1I

Abb. 2.4. Wert der dimensionslosen Temperaturinderung des warmen Hauptstroms Pj; in
Abhingigkeit vom eingestellten Warmekapazititsstromverhdltnis R 1y fiir zwei gekoppelte
Kreuzstrom-Wairmeiibertrager mit reinem Kreuzstrom oder zwei gekoppelte Gegenstrom-
Wairmeiibertrager mit unendlich grofien NTU-Werten. Es sind drei verschiedene Wérme-
kapazititsstromverhéltnisse Rjj17r vorgegeben, und zwar Rijirr = 0,5, Ripur = 1 und
Rirarr = 2. Fir Rygipr # 1 ist nicht ein einzelner Umlaufstrom optimal, sondern fiir den

Umlaufstrom liegt ein optimaler Bereich vor.
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Aus den Gln. 2.60 bis 2.67 und Abb. 2.4 wird ohne Extremwertrechnung die Lage des
optimalen Warmekapazititsstromverhéltnisses R;;; deutlich. Auch hier werden drei

Fille unterschieden:

1. Ryrar > 1: Optimal ist nicht ein einzelner Wert fiir RQ 11> sondern fiir das gesamte

Intervall
1
<R < (2.68)
Riranr —
wird die gréfitmogliche dimensionslose Temperaturdnderung
1
mer — 2.69
Y Riran (2.69)
erreicht.
2. Ry = 1: Das Optimum liegt bei (R, = 1, P[72* = 1). Wie Abb. 2.4 zeigt, fallt

der Wert von Pj; rechts und links des Optlmums steil ab. Hier ist also Vorsicht
geboten, wenn der Umlaufstrom nicht prézise eingestellt werden kann. Kleine
Schwankungen des umlaufenden Fluids mindern die Temperaturinderungen der

Hauptstrome betréchtlich.

3. Ris1rr < 1: Fiir das gesamte Intervall

1
1< R2 < (2.70)
1,111
wird die grofftmogliche dimensionslose Temperaturinderung
e =1 (2.71)

erreicht.

Die Gln. 2.68 und 2.70 besagen, dafl der optimale Warmekapazititsstrom des umlau-
fenden Fluids Wg zwischen den Warmekapazitatsstromen der Hauptstrome W, und
Wiss liegt [10].

2.3 Konstante NTU—-Werte

Die NTU-Werte konnen fiir die Optimumsuche als Konstanten behandelt werden,
wenn der Wirmeiibergangswiderstand auf der Seite der umlaufenden Fliissigkeit sehr
viel kleiner ist als die beiden anderen thermischen Widerstéinde in Gl. 2.32. In diesem
Fall wirken sich auch starke Anderungen des Wirmeiibergangswiderstands auf der Seite

des Umlaufstroms nicht wirklich aus.




— 19 —
2.3.1 Kreuzstrom mit quervermischtem Umlaufstrom

Einsetzen von Gl. 2.7 und Gl. 2.9 in Gl. 2.3 liefert die Berechnungsgleichung fiir Pi; in
Abhéngigkeit von R, ;. Die Extremwertrechnung zeigt, dafi das optimale Wérmeka-
pazititsstromverhaltnis Ry, unendlich groff ist. Die erreichbare dimensionslose Tem-

peraturiinderung des warmen Hauptstroms P;; betréigt

1 Riranr

2.72
1 — exp(—=NTUis) * 1 — exp(—NTUypy) (2.72)

17" (Rg,11 — 00) =

Mit Gl. 2.72 kann fiir alle Stromfiihrungen die dimensionslose Temperaturdnderung des

warmen Hauptstroms Py; berechnet werden, wenn der Umlaufstrom unendlich grof} ist.

2.3.2 Gegenstrom

Fiir zwei gekoppelte Gegenstrom-Wérmeiibertrager hat Roetzel [11] eine explizite For-

mel fiir den optimalen Umlaufstrom hergeleitet:

1
Ropt —_ NTUlI + RlI,lII NTUlII (2 73)
21 NTU1]+NTU111 ’ ’

Roetzel [11] ermittelt den optimalen Umlaufstrom, indem er das gekoppelte System aus
zwei Gegenstrom—Wérmeiibertragern mit einem einzelnen hypothetischen Gegenstrom-

Wirmetibertrager vergleicht.

Der Wirmekapazititsstrom des umlaufenden Fluids W, wird so gewshlt, daB die Sum-
me der logarithmischen mittleren Temperaturdifferenzen der beiden Einzelapparate mit
der logarithmischen mittleren Temperaturdifferenz des hypothetischen Gegenstrom-
Wairmeiibertragers iibereinstimmt. Nur in diesem Sonderfall erreicht die Summe der
logarithmischen mittleren Temperaturdifferenzen der beiden Einzelapparate den Ma-

ximalwert, und W ist der gesuchte optimale Wirmekapazitétsstrom [11].

In der vorliegenden Arbeit wurde die Lésung von Roetzel durch die Extremwertrech-

nung nach Abschnitt 2.1 bestétigt.

Bei der Angabe der gréBtmoglichen dimensionslosen Temperaturdnderungen des war-

men Hauptstroms P/7%* ist eine Fallunterscheidung notwendig:
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Fiir R”']” # 1 gllt

_ _ NTUyNTU,
1—exp [(RW” 1) R11.111NTU11+NTU111]

= NTU;; NTU, g (2.74)
1= Rirarrexp [(R”’”I - 1) R”.“,NTI"IU”H{’TU]”] )
Fiir Rl[,”[ =1 gllt

- NTU;; + NTUy + NTU]INTUU[.

In Abb. 2.5 ist die Existenz eines Optimums anhand von Temperaturprofilen in zwei ge-
koppelten Gegenstrom-Warmeiibertragern veranschaulicht. Die Berechnungsgleichun-

gen fiir die Temperaturprofile sind in Anh. A angegeben.

Die Temperaturprofile sind fiir den Fall dargestellt, daf§ zwei identische Gegenstrom-
Wérmeiibertrager zusammengeschaltet sind und mit gleich grofien Wirmekapazitits-

stromen der Hauptstrome betrieben werden.

Die Warmekapazitétsstrome der Hauptstrome, die NTU-Werte und die dimensionslo-

sen Temperaturdnderungen der Hauptstrome sind fiir beide Apparate gleich grof8 und
tragen daher keinen Index.
Auf der Ordinate ist die dimensionslose Temperatur

_ T - Tl,einl
Tl.einl - Tl,ein”

0 (2.76)

abgetragen und auf der Abszisse die Ortskoordinate &, die mit der Linge der Wirme-

libertrager so normiert ist, daf§ ihr Wert zwischen 0 und 1 liegt.

Der Hauptstrom I tritt bei £ = 0 mit der dimensionslosen Temperatur 0)einr = 1
in den Warmeiibertrager I ein und kiihlt sich ab, Abb. 2.5. Im Gegenstrom erwirmt
sich das umlaufende Fluid, das bei £ = 1 in den Warmeiibertrager 1 eintritt. Der
Hauptstrom II tritt bei £ = 0 mit der dimensionslosen Temperatur 6 .in;; = 0 in den

Wairmeiibertrager II ein und erwidrmt sich. Im Gegenstrom kiihlt sich das umlaufende
Fluid ab.

Im Grenzfall des unendlich grofen Umlaufstroms wird eine dimensionslose Tempera-
turdnderung der Hauptstrome von 0,5 erreicht, Abb. 2.5 rechts. Erst wenn der Umlauf-
strom verkleinert wird, kénnen sich dimensionslose Temperaturinderungen der Haupt-
strome einstellen, die gréfer als 0,5 sind. Bei einem Wirmekapazititsstromverhiltnis

W,/W, = 1 sind die Temperaturprofile parallele Geraden. Hier liegt das Optimum,
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Abb. 2.5. Veranschaulichung der Existenz eines optimalen Umlaufstroms fiir zwei gekoppel-
te Gegenstrom-Warmeiibertrager mit konstanten NTU-Werten anhand von Temperaturpro-
filen in den Apparaten. Es sind zwei identische Gegenstrom-Warmeiibertrager zusammenge-
schaltet, die mit gleich groSen Wiarmekapazitéitsstrémen der Hauptstrome betrieben werden.

Der NTU-Wert betriagt NTU; = 15.

Abb. 2.5 Mitte. Wird der Umlaufstrom weiter verkleinert, so verkleinern sich auch

wieder die dimensionslosen Temperaturinderungen der Hauptstréme, Abb. 2.5 links.

2.3.3 Kreuzstrom mit quervermischten Hauptstréomen und rei-

ner Kreuzstrom

Einsetzen von Gl. 2.11 und GI. 2.13 in Gl. 2.3 liefert die Berechnungsgleichung fiir Pz
in Abhangigkeit von Ry fiir den Kreuzstrom mit quervermischten Hauptstrémen, und
Einsetzen von Gl 2.23 und Gl. 2.26 in Gl. 2.3 liefert die Berechnungsgleichung fiir den

reinen Kreuzstrom.

Bei der Extremwertrechnung entstehen umfangreiche algebraische Ausdriicke, die mit
der Computeralgebra bewiltigt werden. Diese Ausdriicke werden numerisch geldst.
In der vorliegenden Arbeit wurde das Programmpaket Maple verwendet, das sowohl

Computeralgebra als auch numerische Losungsverfahren bereitstellt [22].

In den Beispielen in Abschnitt 2.4 wird der Fall behandelt, daf8 zwei identische Warme-

{ibertrager zusammengeschaltet sind und mit gleich grofen Wérmekapazitétsstromen
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der Hauptstrome betrieben werden. Dann 1afit sich das Optimum auch grafisch ermit-

teln.

2.4 Beispiele

Fiir zwei gekoppelte Rippenrohrwarmeiibertrager mit einem Durchgang und vierund-
zwanzig Rohrreihen, die bei Kays und London [12] als Einzelapparate beschrieben sind,
wird die Optimierung des Umlaufstroms durchgefiihrt. In den Einzelapparaten stromt
Wasser durch die Rohre, und Luft strémt die berippten Rohre quer an, so daf reiner

Kreuzstrom vorliegt.

Die mittleren Wérmeiibergangskoeflizienten auf der Wasserseite im turbulenten Stro-
mungsbereich werden mit der Gnielinski-Gleichung [1] berechnet:
_ CGn/S(RezM - IOOO)PT‘Q

NUQM 7
1+12,7\/Con/8(Pr — 1)

(2.77)

Cen = (1,821l0g,, Reans — 1,64)72, 2300 < Reqps < 10°. (2.78)

Fir den laminaren Stromungsbereich ist eine genaue Beriicksichtigung der thermi-
schen Randbedingungen notwendig [19]. Um die Berechnungen zu vereinfachen, wird
angenommen, daf} die Nuflelt-Zahl fiir eine ausgebildete laminare Rohrstrémung mit
konstanter Warmestromdichte an der Rohrwand verwendet werden kann. Diese Nufielt—
Zahl ist konstant und hat den Wert 4,36.

In den Beispielen sind zwei identische Apparate zusammengeschaltet, und die Wirme-

kapazititsstrome der beiden Hauptstréme sind gleich gro8.

Da zwei identische Apparate zusammengeschaltet sind, konnen bei den Parametern,
die fiir die Optimumsuche benétigt werden, die Indizes, die den Einzelapparat kenn-

zeichnen, fortgelassen werden.

Mit den Daten, die von Kays und London fiir den Rippenrohrwirmeiibertrager ange-
geben sind, werden die Gln. 2.42, 2.45 und 2.46 ausgewertet. Das Ergebnis lautet

Niy=Nip=N = 2,965 (2.79)

NUQ(RCQ, PTQ =S 7, 01)
2.80
Res (2.80)

Rynr = Roapr = Ry = 1,735-107°Re,. (2.81)

N21 = N2” = N2 = 244,0
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Die dimensionslosen Temperaturinderungen der beiden Hauptstréme sind gleich gro8:
Pi; = Piyr = Pi(Rey). (2.82)

Damit kann die Extremwertrechnung nach Abschnitt 2.1 durchgefiihrt werden.

Fiir den hier vorliegenden Fall, dafl zwei gleiche Apparate mit gleich grofien Haupt-
stromen betrieben werden, wird die Extremwertrechnung durch eine grafische Metho-
de veranschaulicht und bestétigt. Die Gln. 2.3 und 2.4 lauten fiir den vorliegenden
Sonderfall

1 2 1
—= — 2.83
P, «(NTU,,Ry1) Ry (2.83)
bzw.
P1 = Pl(NTUl, Rg’l). (284)

Die genaue Gestalt der Funktion 2.84 hingt von der Stromfiihrung ab. Ist die Strom-
fiihrung festgelegt, so 148t sich der funktionale Zusammenhang 2.84 als Flache im drei-
dimensionalen Raum darstellen. Um Zahlenwerte ablesen zu konnen, ist jedoch ein
zweidimensionales Hohenlinienbild besser geeignet. In Abb. 2.6 ist ein solches Hohen-
linienbild fiir zwei gekoppelte Wirmeiibertrager mit reinem Kreuzstrom dargestellt.
Auf der Abszisse ist das Wirmekapazititsstromverhéltnis R,; abgetragen und auf
der Ordinate der NTU-Wert. Ferner sind Linien konstanter dimensionsloser Tempera-
turanderung der Hauptstréme P; = const als Hohenlinien eingezeichnet. Es gibt zwei
Arten von Hohenlinien. Wenn die dimensionslose Temperaturdnderung gréfier als 0,5
ist, besitzen die Hohenlinien zwei senkrechte Asymptoten. Wenn die dimensionslose
Temperaturinderung kleiner als 0,5 ist, besitzen die Hohenlinien nur eine senkrechte

Asymptote.

Damit sind die Grundlagen fiir die grafische Optimumsuche bei konstantem NTU-Wert
bereitgestellt. Es wird im Hohenlinienbild auf waagerechten Linien mit NT'U; = const
nach dem Schnittpunkt mit der Hohenlinie mit dem gré8tmoglichen Wert von P ge-
sucht. Als Beispiel wird der Fall betrachtet, daf§ ein konstanter NTU~-Wert von 12 fiir
beide Kreustrom-Wérmeiibertrager bekannt ist, Abb. 2.6: Beginnend beim Warmeka-
pazititsstromverhltnis Ry; = 0 steigt die dimensionslose Temperaturédnderung rasch
an, bei Ry; = 1,09 wird die Hohenlinie mit P; = 0,722 tangiert. Hier liegt das Opti-

mum. AnschlieBend fillt die dimensionslose Temperaturanderung gegen den Grenzwert

1 — exp(~12
Pi(Ryy — 00) = ——e}%(——) ~0,5 (2.85)
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Abb. 2.6. Héhenlinienbild fiir zwei gekoppelte Kreuzstrom-Wérmeiibertrager mit reinem
Kreuzstrom: Die durchgezogenen Linien mit Zahlenbeschriftung sind Linien konstanter
dimensionsloser Temperaturdnderung Py; (Hohenlinien). Fiir die Untersuchung des Falls
NTU = const ist die gestrichelte Linie NTU; = 12 eingezeichnet. Die Betriebscharakteristik
der gekoppelten Rippenrohrwarmeiibertrager nach Kays und London [12] ist durch ausgefiill-

te Kreise gekennzeichnet. Zusétzlich ist eine fiktive Betriebscharakteristik fiir den Fall grofier

resultierender NTU-Werte eingezeichnet, die durch ausgefiillte Dreiecke gekennzeichnet ist.
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ab, der durch Gl. 2.72 gegeben ist.

Im Fall der Rippenrohrwirmeiibertrager ist der NTU-Wert nicht konstant. Das Op-
timum kann nicht auf einer waagerechten Linie gesucht werden, sondern nur auf ei-
ner Kurve, die den Zusammenhang zwischen NTU-Wert und Warmekapazitdtsstrom-
verhiltnis Ry richtig wiedergibt, Abb. 2.6. Diese Kurve wird Betriebscharakteristik
genannt und besitzt eine Unstetigkeit beim laminar-turbulenten Stromungsumschlag.
Der NTU-Wert dndert sich erheblich von 1,14 auf 2,58, wenn Ry; von 0 bis 10 ge-
steigert wird. Im Bereich 0 < Rp; < 10 liegt der grofite Wert von Py am Rand des

Intervalls bei Ry, = 10.

Die Einzelapparate sind von Kays und London fiir ein Warmekapazitétsstromverhalt-
nis von Ry = 8,20 ausgelegt worden. Dieser Wert ist auch fiir die Kopplung sinnvoll,
da dieser Arbeitspunkt im turbulenten Bereich mit hohen dimensionslosen Tempera-
turdnderungen P; = 0,468 liegt und Schwankungen des Umlaufstroms kaum Auswir-

kungen auf die Austrittstemperaturen der Hauptstréme haben.

Andere Verhiltnisse liegen vor, wenn die Einzelapparate sehr groffe wirmeiibertragende
Flichen besitzen. Dazu werden die Rippenrohrwirmeiibertrager nach Kays und Lon-
don betrachtet. Durch eine gedachte Vergrofierung ihrer wérmeiibertragenden Fléchen
werden die NTU-Werte um den Faktor 5 vergrofiert. Diese fiktive Betriebscharakte-
ristik ist in Abb. 2.6 eingetragen. Es liegt ein absolutes Maximum von P; bei einem

Wirmekapazitéitsstromverhéltnis von Ry ; = 1,13 vor.

Da die Hohenlinienbilder sehr anschaulich sind, werden sie auch fiir die anderen drei
Stromfiihrungen angegeben. Um das Optimum zu bestimmen, sind die Betriebscharak-
teristiken NTU, = NTU,(W,/W;) aus Abb. 2.6 in die Hohenlinienbilder der anderen
Stromfiihrungen eingetragen worden. Es wird angenommen, dafl sich die Betriebscha-

rakteristiken aus Abb. 2.6 auch fiir die anderen Stromfithrungen realisieren lassen.

Beim Kreuzstrom mit quervermischtem Umlaufstrom, Abb. 2.7, fallen alle Hohenli-
nien mit wachsendem Waiarmekapazititsstromverhéltnis streng monoton, wéhrend die
Betriebscharakteristiken mit wachsendem Wéirmekapazitédtsstromverhéltnis konstant

bleiben oder ansteigen. Der optimale Umlaufstrom hat immer den Wert unendlich.

Beim Kreuzstrom mit quervermischten Haupstromen, Abb. 2.8, liegt im Fall kleiner
resultierender NTU-Werte der grofte Wert von Pj; im betrachteten Intervall 0 <
R;; < 14 am Rand dieses Intervalls bei Ry; = 14.
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Abb. 2.7. Hohenlinienbild fiir zwei gekoppelte Kreuzstrom-Wirmeiibertrager mit querver-
mischtem Umlaufstrom: Die durchgezogenen Linien mit Zahlenbeschriftung sind Linien kon-
stanter dimensionsloser Temperaturdnderung Pj; (Hohenlinien). Die Betriebscharakteristik
mit kleinen resultierenden NTU-Werten ist durch ausgefiillte Kreise gekennzeichnet. Die Be-
triebscharakteristik mit grofien resultierenden NTU-Werten ist durch ausgefiillte Dreiecke

gekennzeichnet.
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Abb. 2.8. Hohenlinienbild fiir zwei gekoppelte Kreuzstrom-Warmeiibertrager mit querver-
mischten Hauptstrémen: Die durchgezogenen Linien mit Zahlenbeschriftung sind Linien kon-
stanter dimensionsloser Temperaturinderung P;; (Hohenlinien). Die Betriebscharakteristik
mit kleinen resultierenden NTU-Werten ist durch ausgefiillte Kreise gekennzeichnet. Die
Betriebscharakteristik fiir grofie resultierende NTU-Werte ist durch ausgefiillte Dreiecke ge-

kennzeichnet. Die Hohenlinie mit dem Wert Py; des Optimums ist punktiert eingezeichnet.
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Abb. 2.9. Hoéhenlinienbild fiir zwei gekoppelte Gegenstrom-Wéirmeiibertrager: Die durch-
gezogenen Linien mit Zahlenbeschriftung sind Linien konstanter dimensionsloser Tempera-
turdnderung P; (Hohenlinien). Die Betriebscharakteristik mit kleinen resultierenden NTU-
Werten ist durch ausgefiillte Kreise gekennzeichnet. Die Betriebscharakteristik mit grofen

resultierenden NTU-Werten ist durch ausgefiillte Dreiecke gekennzeichnet.

Fiir grofe resultierende NTU-Werte liegt ein absolutes Maximum vor. Die Lage dieses
Maximums ist besonders interessant, da es genau an dem Punkt liegt, an dem der

laminar-turbulente Stromungsumschlag erfolgt:
RP = 3,99 (2.86)
Pm* = 0,555. (2.87)
Der Wechsel von der laminaren zur turbulenten Strémung findet in Wirklichkeit nicht

an einem Punkt statt, sondern erstreckt sich iiber einen Bereich. Die Vorhersage der

tatséchlichen Strémungsform am berechneten Optimum ist daher unsicher.

In Abb. 2.9 ist das Hohenlinienbild mit den Betriebscharakteristiken fiir zwei gekoppel-

te Gegenstrom-Wéarmeiibertrager dargestellt. Die Verhiltnisse sind dhnlich wie beim




- 29 —

1,0
0,9 5
0,8 - Hauptstrom I
0,7 1
0,6 1

o 0,54 —
\/
0,4 - Umlaufstrom
0,3
0,2 Hauptstrom II
0,1 4

0,0 T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Abb. 2.10. Temperaturprofile fiir zwei gekoppelte Gegenstrom-Wérmeiibertrager, fiir die
die Griofle des Umlaufstroms optimiert ist. Bei der Optimierung muflte beriicksichtigt wer-
den, da8 der NTU-Wert von der Gréfie des Wirmekapazititsstroms des umlaufenden Fluids
abhingt. Es gilt die Betriebscharakteristik in Abb. 2.9, die durch ausgefiillte Kreise gekenn-
zeichnet ist. Im Optimum gilt: Rgf’lt = 10,2, NTU; = 2,585 und P/"** = 0,477.

reinen Kreuzstrom. Allerdings gibt es hier fiir die Kurve mit kleinen resultierenden
NTU-Werten ein schwach ausgeprigtes absolutes Maximum von P; innerhalb des In-
tervalls 0 < Ry < 14, und zwar bei R§% = 10,2 mit P/"*® = 0,477. In Abb. 2.10 sind

die Temperaturprofile der Fluidstrome fiir das Optimum dargestellt.

Fiir grofie resultierende NTU-Werte betrdgt das optimale Warmekapazititsstrom-
verhiltnis R9Y exakt 1, Abb. 2.9. Die dimensionslose Temperaturinderung betrégt
Pmaz = (), 740. Die Temperaturprofile der Fluidstrome in den beiden Wérmeiibertra-
gern sehen qualitativ so aus wie in Abb. 2.5 Mitte. Die spitze Form der Hohenlinie im
Minimum, Abb. 2.9, bedeutet, daf3 der optimale Wert von W, /W, nahezu unabhingig
ist von der Betriebscharakteristik. Es gilt dann der optimale Umlaufstrom fiir konstante
NTU-Werte nach Roetzel [11].
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3 Vorgehensweise bei der Untersuchung des insta-

tiondren Verhaltens

Fiir die Untersuchung des instationdren Verhaltens werden drei Systeme ausgewéhlt,
die sich durch die Stromfiihrung in den Wéarmeiibertragern unterscheiden. Es handelt
sich um zwei Schaltungen mit Kreuzstrom-Wéarmeiibertragern und eine Schaltung mit

Gegenstrom-Wirmeiibertragern, Abb. 3.1.

Das erste System besteht aus zwei zusammengeschalteten Kreuzstrom-Wirmeiiber-
tragern. Die Hauptstréme sind unvermischt. Der Umlaufstrom ist quervermischt. Das
zweite System besteht ebenfalls aus zwei zusammengeschalteten Kreuzstrom-Wirme-
libertragern. Die Hauptstrome sind quervermischt. Der Umlaufstrom ist innerhalb der
Wirmeiibertrager unvermischt und in den Verbindungsleitungen quervermischt. Das

dritte System besteht aus zwei zusammengeschalteten Gegenstrom-Wirmeiibertra-

gern.

Jedes System besitzt fiinf Eingangsgrofien, die sowohl einzeln als auch kombiniert auf-
treten konnen, und zwei Ausgangsgrofien, Abb. 3.2. Bei den Eingangsgréfien ist zu un-
terscheiden, ob sie vorgegeben werden, um die Ausgangsgréfien gezielt zu beeinflussen,
oder ob sie unerwartet aufgrund duflerer, nicht genau bekannter Einfliisse auftreten.

Im ersten Fall spricht man von Stellgré8en, im zweiten von Storgréfien [23].

Der Anfangszustand des Systems kann willkiirlich vorgegeben werden. Hier wird der
Fall behandelt, dafl der Anfangszustand ein stationéirer Betriebszustand ist. Fiir ihn

wird festgelegt, dafl der Hauptstrom I indirekt Wérme an den Hauptstrom II abgibt.

Um den zeitlichen Verlauf der Ausgangsgrofien in Abhingigkeit von den Eingangs-
grofien zu bestimmen, ist eine geeignete mathematische Beschreibung des Systems not-
wendig. Dabei spielt die Bilanzgleichung fiir die Erhaltungsgréfie Energie eine wichtige
Rolle. Die resultierenden partiellen Differentialgleichungen werden mit der Laplace-
Transformation und dem Finite-Differenzen—Verfahren gelést, so dafl die Temperatur-
felder im gesamten System zu jedem Zeitpunkt berechenbar sind. Anhand von Beispie-

len wird das dynamische Verhalten des Systems diskutiert.
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Abb. 3.1. Systeme, fiir die das instationiire Verhalten untersucht wird. Oben: System
aus zwei gekoppelten Kreuzstrom-Wirmeiibertragern. Unten: System aus zwei gekoppelten
Gegenstrom-Wiarmeiibertragern. Die Ziffern bezeichnen die fiinf Eingangsgrofien des Systems
und sind in Abb. 3.2 erklirt. Die beiden Ausgangsgrofien sind mit Fragezeichen versehen. Das

Ziel ist, ihren zeitlichen Verlauf zu berechnen.
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Abb. 3.2. Ein- und Ausgangsgrofien eines Systems, das aus zwei gekoppelten Wirmeiiber-

tragern mit umlaufendem Fluidstrom besteht.
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4 Grundgleichungen

4.1 Gleichungen fiir die Temperaturfelder der stromenden Flui-

de

Um die Temperaturfelder der strémenden Fluide zu berechnen, miissen die Bilanz-
gleichungen fiir die Erhaltungsgrofien Masse, Impuls und Energie zusammen mit den
Materialgleichungen gelést werden [24]. Zu den Materialgleichungen gehoren die ther-
mische und die kalorische Zustandsgleichung, ein Gesetz fiir den Spannungszustand im
Fluid - z.B. das Navier-Stokes Gesetz fiir die Spannung —, ein Gesetz fiir die Warme-
leitung — z.B. das Fouriersche Wirmeleitungsgesetz — und Zustandsgleichungen fiir die

Viskosititen und Warmeleitfahigkeiten.

Aus diesen Gleichungen kann das Temperaturfeld nicht fiir sich allein berechnet werden.
Es sind gleichzeitig das Dichtefeld, das Geschwindigkeitsfeld und das Temperaturfeld zu
berechnen. Wenn alle Fluide, die am Prozef} beteiligt sind, als inkompressibel angenom-
men werden, entfillt die Berechnung des Dichtefeldes. Wird zusétzlich angenommen,
daB die Viskositidten der Fluide konstant sind, ist die Berechnung des Geschwindig-
keitsfeldes unabhsngig von der Berechnung des Temperaturfeldes [25]. Die Tempera-
turfelder der stromenden Fluide bei bekannten Geschwindigkeitsfeldern werden mit der
Energiegleichung 4.1 berechnet [26]:

0Cp (%% + 1UVT> =-V.¢-V- E(turb)

Bei den Grofien, die in Gleichung 4.1 auftreten, sind die kleinen unregelméfigen turbu-

+ 3. (4.1)

lenten Schwankungen herausgemittelt worden. Die langsamen Anderungen der Grofen,
die durch die Randbedingungen des Prozesses aufgeprégt werden, bleiben jedoch erhal-

ten. In der vorliegenden Arbeit werden im Mittel instationére Prozesse [27] untersucht.

Es wird angenommen, daf} die spezifischen Warmekapazitéten der inkompressiblen
Fluide (¢, = ¢, = c) konstant sind und daff der Dissipationsterm ® vernachléssig-
bar ist. Fiir den Vektor der Warmestromdichte a wird der Fouriersche Ansatz fiir ein

isotropes Medium mit konstanter Warmeleitfidhigkeit A verwendet:

4= —AVT. (4.2)
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Aturb) .y
Fiir den turbulenten Energiestromdichtevektor 5( ure) wird der empirische Ansatz der

turbulenten Warmeleitfahigkeit A*“®) verwendet [26):

g = _\rogT, (4.3)

Die turbulente Warmeleitfahigkeit ist kein Stoffwert des Fluids, sondern eine Funkti-
on der turbulenten Schwankungsbewegungen der Strémung. An den Winden, die das
stromende Fluid begrenzen, kommen die turbulenten Schwankungsbewegungen zum

Erliegen. Hier mufl auch die turbulente Warmeleitfihigkeit verschwinden [26].

Mit dem Fourierschen Warmeleitungsgesetz und dem Ansatz der turbulenten Warme-

leitféhigkeit lautet die Energiegleichung

0c, (%Zt: + ww) =T +V - ()\(“‘"’)VT) : (4.4)

Fiir das Geschwindigkeitsfeld wird angenommen, dafi jedes Fluid durch einen Kanal
mit konstantem Querschnitt strémt. Das Geschwindigkeitsprofil ist zu jedem Zeitpunkt

kolbenférmig.

Im folgenden wird die Energiegleichung 4.4 fiir die Fluidstréme in den Warmeiibertra-
gern und Verbindungsleitungen ausgewertet. Dabei werden die adiabate Mischtempe-
ratur und der lokale Warmeiibergangskoeffizient eingefiihrt. Da die adiabate Mischtem-
peratur ein Mittelwert ist, reduziert sich die Anzahl der unabhéngigen Verinderlichen

in den Energiegleichungen.

Begonnen wird mit dem Kreuzstrom. Die Fluidstréme kdnnen hier unvermischt oder

quervermischt sein.

4.1.1 Kreuzstrom

Die Geometrie, das Koordinatensystem und die Bezeichnungen fiir einen einfachen
Platten~Kreuzstromwérmeiibertrager sind in Abb. 4.1 dargestellt. Bis auf die wirme-
iibertragende Wand sind alle Begrenzungen der Strémung adiabat. Das System wird

in kartesischen Koordinaten beschrieben, Abb. 4.1.
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Abb. 4.1. Schematische Darstellung eines einfachen Platten-Kreuzstromwérmeiibertragers.

Die Stréomungsrichtungen der Fluide sind senkrecht zueinander.
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4.1.1.1 Unvermischte Strémung

Zunichst wird der Fall der unvermischten Stromung anhand der Energiegleichung fiir
den Fluidstrom 1 dargestellt. Dazu werden die Operatoren der Energiegleichung 4.4

fir den Fluidstrom 1 in kartesischen Koordinaten ausgedriickt:

oT; oT; 0T 0T, 0°T, _
01Cp1 (—6?1 +w1-—a;1-) = /\1 89:21 -+ )\1 3y21 + /\1 6221 =+ (40)
0 (turb) 6T’l 0 (turb) 87’1 0 (turb) 87’1
Bz [Al | TN Tl a|

Eine unvermischte Strémung liegt beispielsweise vor, wenn der Stréomungkanal durch
Léngsrippen in viele kleine Kanile aufgeteilt ist, die praktisch nicht mehr miteinander
in Wechselwirkung treten. Fiir den Fluidstrom 1 werden deshalb die Transportterme

der Energiegleichung in y-Richtung fortgelassen:

oT oT; 0T, 0°T,
oo (5 +m ) = Mga thGE (49)
0 (turb) aTl 0 (turd) %
Oz [)\1 3 +Bz Al 0z |’

Anschlielend wird der lokale Warmeiibergangskoeffizient o eingefiihrt. Er ist durch
Gl. 4.7 definiert [18]:

qM/ = Q(Tm - Tw) (47)
Mit gy wird die lokale Warmestromdichte bezeichnet, die an der wirmeiibertragenden
Wand auftritt. Ist sie positiv, so flieft Warme vom Fluid in die Wand, ist sie negativ,
so fliefit Warme von der Wand in das Fluid. Mit T, wird die adiabate Mischtemperatur

bezeichnet. Fiir den lokalen Warmeiibergangskoeffizienten gilt die Warmeiibergangs-
bedingung 4.8 [21]:

(T, — Tw) = ——J—t—/\ (VT)y - (4.8)
]

Der Vektor f ist der nach auflen gerichtete Normalenvektor auf der Oberfliche eines

an eine Kanalwand grenzenden Fluidelements.

Die adiabate Mischtemperatur fiir den Fluidstrom 1 wird nach Gl. 4.9 gebildet:

To(z,y.t) = f;fza?l)LTldz _w fjl"zaTldz _ 1 e
le wldz Wy le dz 21 F3)

Tldz. (49)
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Um die adiabate Mischtemperatur einzufithren, wird die Energiegleichung 4.6 entlang
der 2—Koordinate von z = z; bis z = z, integriert. Dabei wird die Reihenfolge von Inte-

gration und Differentiation nach der Leibnizschen Regel [27] vertauscht. Das Ergebnis

lautet
8];“ Tle Bf;“ Tle 82 Zzla Tle 8T1 Fe
01Cp1 ( ! —+ wy L =\——+4 )\1— + (410)
ot oz 0x? 0z |,
% 0 (turd) 0Ty (turb) 0Ty e
- -1 A -1
./21 ox [/\1 ox dz+ |4 0z o
bzw. mit Gl. 4.9
Ty, 0Ty, 0Ty, 1 oty 1™
01Cp1 ( 3t1 + u 8.731) = Al_—atﬁl + _Z—1 li/\l—azlil + (4.11)
21
1 Z 0 (turbd) a711 1 (turd) aTl -
— — —|dz+ = |A — .
2 | [Al o | T | ez,
Die turbulente Wirmeleitfahigkeit verschwindet an den Kanalbegrenzungen. Insbeson-
dere gilt
N (g oy 2= 2,t) = 0, (4.12)
/\gturb)(x,y,zzza,t) = 0. (4.13)

Damit entfillt der vierte Summand auf der rechten Seite von GI. 4.11.

Der Term Zil [A%l]: auf der rechten Seite von Gl. 4.11 wird an der unteren Integra-
tionsgrenze (z = z1) durch die Wirmeiibergangsbedingung 4.8 ausgedriickt. Sie lautet
fiir den Fluidstrom 1

0 on

oz |z=21

Oél(.’L‘, Y, t)(Tml - TW) == 0 )\1 % Iz:21

-1 on
0z lz=2z1

(4.14)

An der oberen Integrationsgrenze mit z = z, liegt eine adiabate Kanalwand. Der

Temperaturgradient in z-Richtung und damit der gesamte Ausdruck Zil A1 %Tzi wird
zZ=qa

hier null.

Das Ergebnis ist die partielle Differentialgleichung 4.15, welche das zweidimensionale

Feld der adiabaten Mischtemperatur des Fluidstroms 1 beschreibt:

3Tm1 8Tm1 62Tm1 ay
e (Tt 4 g ) =0Tt O~ T+
1 z 0 (turd) 8T1
— — |A — 1 dz. 4.15
Zl /;1 ox l: ! or ? ( )
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Die Gréflenordnung der einzelnen Terme von Gl. 4.15 wird nach Martin [10] abgeschétzt.
Der erste Summand auf der rechten Seite beschreibt die Langsleitung. Er kann fortge-
lassen werden. wenn folgende Bedingung erfiillt ist:
a(z,y,t)4Z, w1 (t)4Z1 orvicp ?
< .
A1 9! Al

Der dritte Summand auf der rechten Seite von Gl. 4.15 beschreibt den Energietrans-

(4.16)

port aufgrund turbulenter Schwankungsbewegungen in Strémungsrichtung. Er kann
fortgelassen werden, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:

ay(z,y,t)4Z, < (wl(t)4zl>2 01V1Cp1 O1V1Cp1

/\1 1 /\1 /\(1turb) '

(4.17)

Wenn die Bedingungen 4.16 und 4.17 erfiillt sind, lautet die Energiegleichung fiir den

unvermischten Fluidstrom 1

aTml aTml 931
—_ —— | == Tw — Tm). 4.18

01Cp1 ( 5 +w oz Zl( w m1) ( )
Wenn die Bedingungen 4.16 und 4.17 nicht erfiillt sind, kann das Dispersionsmodell
nach Roetzel (3] angewendet werden. Dieses Modell beriicksichtigt einen Energietrans-
port in Strémungsrichtung aufgrund von Wéarmeleitung, turbulenten Schwankungsbe-
wegungen und Abweichungen des Geschwindigkeitsprofils der Strémung von der ange-

nommenen Kolbenform.

Nach der ausfiihrlichen Darstellung der Herleitung fiir den Fluidstrom 1 werden fiir
den Fluidstrom 2 nur die wichtigsten Zwischenschritte angegeben. Die Geometrie des
Stromungskanals ist in Abb. 4.1 dargestellt. Die allgemeine Energiegleichung ohne Ver-

einfachungen lautet

0T, 0T, 0°T. 0°T. 0°T.
02Cp2 (-5—{ + w2~(—9?> = )\2 8.’[322 + /\2 6y22 -+ /\2 6222 + (419)
0 (turd) aTQ 0 (turb) 6T2 0 (turb) aTQ
— | A —_— — | A e — A i
8:1:[2 oz | el | ta M B
Die adiabate Mischtemperatur T,,; wird nach Gl. 4.20 berechnet:
f(f? wyTodz Wo fz2 Todz 1 22
ij y Y, = = = = ""/ . .
2(I y t) (;2 'U.)QdZ (%) ;02 dz Zz 0 T2d2 (4 20)
Die Wirmeiibergangsbedingung 4.8 hat die Gestalt
0 Qal:c12~ =29
(2,4, ) T2 = Tw) =~ | 0 | X Bg‘—; I (4.21)
1 o

0z lz=z3
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Die Bedingungen fiir die Vernachléssigung von Léngsleitung lautet

2
on(z,9,1)422  (wa(t)4Zs eavaCro )" (4.22)
A2 2 Ao

Die Bedingung fiir die Vernachlassigung von Energietransport aufgrund turbulenter

Schwankungsbewegungen in Strémungsrichtung lautet

2
(T, Yy, )42, wa(t)4Z2\" 02v2Cp2 02V2Cp2
" <K ” " )‘gurb) . (4.23)

Die Energiegleichung fiir die Berechnung der zweidimensionalen Felder der adiabaten

Mischtemperatur lautet

0Ty, o7, o
02Cp2 ( 2 + w 2) = —2 (TW -_ mg) . (424)

ot 2 3']/ - ZQ

Tabelle 4.1. Typische Stoffwerte fiir die Fluide im gekoppelten System [7] [1].

Einheit | Natrium | Wasser | Luft
T °C 98 20 100
P bar 1 1 1
Pr - 0,0111 7,001 | 0,7070

Um die Bedingungen fiir die Vernachléssigung der Léngsleitung 4.16 bzw. 4.22 auszu-
werten, werden die Prandtlzahlen Pry = giv1¢,1/A1 und Pry = pav2cp0/ A2 bendtigt.
Wie Tab. 4.1 zeigt, ist die Prandtl-Zahl bei fliissigen Metallen klein im Vergleich zu der
Prandtl-Zahl der anderen Fluide. Bei Prozessen mit den Fluiden Luft und Wasser sind
die Bedingungen 4.16 bzw. 4.22 in der Regel erfiillt [10]. Bei Prozessen mit fliissigen

Metallen sind sie in jedem Fall zu iiberpriifen.

4.1.1.2 Quervermischte Stromung

Wenn ein Gas ein unberipptes Rohrbiindel quer iiberstromt, wird der Gasstrom mit
dem Modell der Quervermischung behandelt. Als Folge der zahlreichen Wirbelablésun-
gen hinter den Rohren ist die Strémung in jedem Strémungsquerschnitt vollstiandig
vermischt, so daf die Fluidtemperatur nur noch von der Koordinate in Stromungsrich-
tung abhiingig ist [28]. Dies ist eine vereinfachende Annahme, die mit guter Néherung

bei kurzen Rohren zutrifft.
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Hier ist anzumerken, daf} turbulente Durchmischung immer erst in einiger Entfernung
von den Kanalwénden mdglich ist [18]. Eine vollkommene Durchmischung und damit
eine einheitliche Temperatur iiber den gesamten Stromungsquerschnitt ist in der Rea-

litdt nicht moglich.

Fiir eine Berechnung mit den Modellgleichungen des einfachen Platten-Kreuzstromwir-
meiibertragers miissen die Rohre moglichst eng nebeneinander liegen, damit die Kon-
tinuitdt der wirmeiibertragenden Fliche, die im Modell vorliegt, auf den Realfall an-

gewendet werden kann [28].

Die Herleitung der Energiegleichung fiir die adiabate Mischtemperatur wird zunéchst
fir den Fluidstrom 1, Gl. 4.5, dargestellt: Im turbulenten Kern treten aufgrund der
Durchmischung keine Temperaturgradienten in einem Strémungsquerschnitt auf. Nach
dem Fourierschen Gesetz treten auch keine Gradienten in y-Richtung an den adiabaten
Kanalbegrenzungen bei ¥ = 0 und y = Y und in z-Richtung an der adiabaten Kanal-
begrenzung bei z = z, auf. Bis in unmittelbarer Nihe zur wirmeiibertragenden Wand
ist die Temperatur im Strémungsquerschnitt einheitlich. In der Nihe der wirmeiiber-
tragenden Wand kommt die turbulente Durchmischung zum Erliegen. Es bilden sich
Temperaturgradienten sowoh! in y als auch in z-Richtung aus. Dieser Bereich wird

laminare Unterschicht genannt [27]. Ihre Dicke wird mit §, bezeichnet.

Die Energiegleichung 4.5 wird entlang der z-Koordinate von z = z bis z = 2, in-
tegriert, die adiabate Mischtemperatur nach Gl. 4.9 eingefiihrt und die Warmeiiber-

gangsbedingung GI. 4.14 eingesetzt. Die Energiegleichung lautet dann

aTml afT’ml 62T;'nl aQTml
Qlel( ot +w oz ) =M Ox? M Oy?

% g (turb)aTl
| 5 [Al oz | 9%

‘Es wird vorausgesetzt, daf# die Bedingungen fiir die Vernachldssigung von Lings-

+ (T — To) + (4.25)
A

leitung 4.16 und Energietransport aufgrund turbulenter Schwankungsbewegungen in
Strémungsrichtung 4.17 erfiillt sind. Die Wérmeleitung in y-Richtung kann dann eben-
falls gegeniiber der Warmeiibertragung iiber die Kanalwand vernachlissigt werden.

Damit lautet die Energiegleichung

0161 (aTml (l‘,y,t) + aTml(z)y)t)> _ al(:r,y,t)

ot wl(t) T = A (TW(z)y’t) —Tml(zayvt))'
(4.26)
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Gleichung 4.26 stimmt mit der Energiegleichung fiir die unvermischte Stromung 4.18
iiberein. Verantwortlich dafiir ist die Strémung in unmittelbarer Nahe zur wirmeiiber-

tragenden Wand. In ihr liegen unvermischte Verhéltnisse vor.

Die Voraussetzung, daf im Strémungskern in jedem Querschnitt eine einheitliche Tem-
peratur herrscht, hat kaum Vereinfachungen gebracht. Um die Energiegleichung nen-

nenswert zu vereinfachen, wird die adiabate Mischtemperatur, Gl. 4.9, folgendermafien

dargestellt:

1 21+5z 1 Za
Tmi(z,y,t) = Z1 /;1 Ti(z,y, 2, t)dz+—Z-1-/zl+a Ty (z,t)dz. (4.27)

v

~0

Der Integrationsbereich ist in zwei Bereiche aufgeteilt worden. Der erste Bereich ist die
unmittelbare Nihe zur wirmeiibertragenden Wand und hat die sehr kleine Abmessung
S, in z-Richtung. Hier sind die turbulenten Schwankungsbewegungen praktisch zum
Erliegen gekommen. Der zweite Bereich umfafit den Rest des Strémungsquerschnitts.

Hier herrscht eine einheitliche Temperatur.

Der erste Summand auf der rechten Seite von Gl. 4.27 wird vernachléssigt, da der
Integrationsbereich sehr klein ist, so daf8 die adiabate Mischtemperatur nur von zwei

Verdnderlichen abhéngt:

Wie in Abschnitt 4.4 dargestellt wird, muf fiir den Wérmeiibergangskoeffizienten auf-

grund der Datenlage angenommen werden, daf er eine reine Zeitfunktion ist:
a = aft). (4.29)

Die Gln. 4.28 und 4.29, in Gl. 4.26 eingesetzt, fiihren zu einem mathematischen Wi-
derspruch, da dann drei Summanden von zwei Variablen abhéngen, ein Summand aber

von drei Variablen.

Um dennoch die Energiegleichung verwenden zu kénnen, wird Gl. 4.26 von y = 0 bis
y = Y integriert. Dabei wird der Wiarmeiibergangskoeffizient als reine Zeitfunktion

behandelt. Das Ergebnis lautet:

glc,ﬂ( [/ Tmlxy,t)dy]—l—wl(t [/ Tmlzy,t)dyD

- ﬁlzilt_)(/o T (2,9, t)dy — /0 Tml(x,y,t)dy). (4.30)
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Wenn in Gl. 4.30 die Ndherung

1 [z
Tml(xyyrt) = Tml(z?t) = —Z—l/; +6. Tl (xat)dz (431)

eingesetzt wird, ergibt sich die mathematisch widerspruchsfreie Energiegleichung 4.32

fiir den quervermischten Fluidstrom 1:

y
01Cp1 (?Iméiﬁ + wl(t) aTmalimvt)) — alz(lt) (fo TW(;a y~t)dy _ Tml (.’l‘t)) ]
(4.32)

Wenn der Fluidstrom 2 als quervermischt betrachtet wird, lautet die Energiegleichung

- (aTL(yt) 4wy t)aTmz(y,t)> _ (h) (fox Tw(z,y,t)dz mQ(y,t)) |

ot dy Zy X
(4.33)
Im Rahmen dieser Arbeit wird der einseitig quervermischte Kreuzstrom behandelt,
d.h. ein Fluidstrom ist quervermischt, der andere unvermischt. Sind beide Fluidstréme
unvermischt, spricht man vom reinen Kreuzstrom. Sind beide vermischt, spricht man
vom beidseitig quervermischten Kreuzstrom. Reiner Kreuzstrom und beidseitig quer-

vermischter Kreuzstrom werden hier nicht behandelt.

Wie festgelegt, soll im zusammengeschalteten System der Hauptstrom den Index 1 und

der Umlaufstrom den Index 2 tragen. Daher gilt:

e Fiir den Fall, dafl die Hauptstréme unvermischt sind und der Umlaufstrom quer-

vermischt ist, sind die Gln. 4.18 und 4.33 zu verwenden.

e Fiir den Fall, daf§ die Hauptstréme quervermischt sind und der Umlaufstrom

unvermischt ist, sind die Gln. 4.32 und 4.24 zu verwenden.

4.1.2 Gegenstrom

‘Beim Gegenstrom sind die Hauptstromungsrichtungen der beiden Fluide entgegenge-
setzt parallel, Abb. 4.2. Die Temperaturfelder sind unabhingig von der y-Koordinate.
Fir den Fluidstrom 1 lautet die zweidimensionale Energiegleichung fiir einen beliebigen
Punkt im Stromungsfeld
oty 0T, o*T,  0°Th
Qlc”l(c")t T 8:1:> T Mo T T

0 (turb) 8Tl 0 (turb) aTI
oz [A 9z ]+ 0z [N B

(4.34)
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warmeibertragende Stromungskéanale der
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Abb. 4.2. Schematisierte Darstellung eines  Gegenstrom-Wéarmeiibertragers.  Die

Strémungsrichtungen der Fluide sind parallel.
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Das Fluid 2 stromt entgegengesetzt zur z-Koordinate und besitzt die Energiegleichung

oT, o7, 0T, 0’T,
02Cp2 ('—g - ’wg—a-;-) = /\25‘;2— + Ag 5.2 + (435)
K \(turt) 0T 0T, 3 2ury 9T2 3T2
oz |72 oz 82 £

Die Energiegleichungen werden integriert und adiabate Mischtemperaturen eingefiihrt.
Da die Methoden aus dem vorigen Abschnitt zum Einsatz kommen, werden nur die

wichtigsten Zwischenschritte angegeben.

Die adiabaten Mischtemperaturen werden nach den Gln. 4.36 und 4.37 gebildet:
Jow Thdz _wy [ Thdz 1

Tmi(z,t) = [ widz = [ dz =7 /. Tldz (4.36)
el = A e sz T 69
Die Warmeiibergangsbedingungen fiir die beiden Fluidstréme lauten
a2, )T —Tw) = M %7; . (4.38)
(e, )Tz = T) = Xy 22 (439)
2=z

Die Bedingungen fiir die Vernachldssigung von Léingsleitung und Energietransport auf-

grund turbulenter Schwankungsbewegungen in Strémungsrichtung lauten

a;(z,t)42, <« (W1(t)421 01V10p1>2 (4.40)

A vy Al
al(m:\f)4Zl < (wl(lt/)lélZl)? 911//\116,,1 Q/\lgl:iflsl (4.41)
a2($;\2)4Z2 < w2(2)24Z2 02’;\220112)2 (4.42)
ag(z/,\Z)4ZQ < <w2(2422)2 921;220::2 ngzfgz (4.43)

Die Energiegleichungen fiir die adiabaten Mischtemperaturen der Fluidstréme 1 und 2
sind eindimensional. Es gelten die Gln. 4.44 bzw. 4.45:

0Ty 0T
01Cp1 ('—b‘t—l + wl—a—x—l) Z, (Tw Tm1) (4.44)

(BTmz BTmz)
Q2Cp2 | —(,— — We—F(5—

T 25, (Tw Ta) - (4.45)

Z,
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Abb. 4.3. Verbindungsleitung.

4.1.3 Verbindungsleitung

Die Verbindungsleitungen sind in der Regel Kreisrohre, Abb. 4.3. Das Temperaturfeld
wird in Zylinderkoordinaten beschrieben. Es wird angenommen, daf} die Temperatur-
felder des Fluids und der Rohrwand rotationssymmetrisch sind. Die Energiegleichung

4.4 fiir einen beliebigen Punkt im Strémungsfeld lautet

aT: oT: 10 ( oT: o°T:
ron (2 4w ge) = h|ig ()] +n 5 + (4.46)
10 [ (us) 015 0 [\ (turs) 0T2
ror ()\2 "or +Bz Az 8z )
Die adiabate Mischtemperatur wird nach Gl. 4.47 berechnet:

JFewyTo2rrdr 2 fRo
To(2,t) = =———— = — Tordr. 4.47
m2(2,1) fORO we2mrdr R3 Jo 2rar ( )

Die Wirmeiibergangsbedingung 4.8 hat fiir den Rohrstrom die Gestalt

1 L | _
OéQ(TmQ - Tw) = — Ay Qazrz r=Fo . (448)
0 8z Ir=Ro

Die Bedingungen fiir die Vernachlassigung von Langsleitung und Energietransport auf-

grund turbulenter Schwankungsbewegungen in Stromungsrichtung lauten

t)2R i
as(r,t)2R, < <w2(t)2R0 Q2V2cp2> (4.49)
Vs Ao

2
ag(r,t)2R0<<<w2(t)2R0) 02V2Cp2 Q2V2Cp2 (4.50)
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Integration von Gl. 4.46 iiber den Strémungsquerschnitt unter Beriicksichtigung der
Gln. 4.47 bis 4.50 ergibt die Differentialgleichung 4.51 fiir die adiabate Mischtemperatur
des Rohrstroms:

0T, 0T, 027 R i
ggc,ﬂ( 2+ 2) = 25T (T — Tina). (4.51)

ot Y275, 7 R?

4.1.4 Zusammenstellung der Gleichungen fiir die Fluidstréme

In dieser Arbeit werden zusammengeschaltete Systeme aus vier Arten von Untersyste-

men untersucht:

1. Gegenstrom-Wérmeiibertrager,
2. Kreuzstrom-Wéarmeiibertrager mit quervermischtem Umlaufstrom,

3. Kreuzstrom-Warmeiibertrager mit quervermischten Haupstrémen und

4. Verbindungsleitungen.

Die Energiegleichungen fiir die Fluidstréme (Gln. 4.18, 4.24, 4.32, 4.33, 4.44, 4.45 und

1.51) lassen sich alle in einer einheitlichen Form darstellen [3]:

QicpiAqi <% + wz%> = Ti 1= 1,2 (452)

Die einzelnen Parameter dieser Gleichung sind fiir die vier Untersysteme in Tab. 4.2

zusammengestellt.

Tabelle 4.2. Parameter der Energiegleichungen der Fluidstrome in Gl. 4.52.

Gegenstrom Kreuzstrom Kreuzstrom Rohrstrom
Y
v . Twd
I T o R I = P
unvermischt quervermischt
[ z T T
X
XY v Twdz .
T, Q“if—}(Tw - T5) 9_2)1\_3 J - -7, 92}—),‘—’1(TW - Ty) Q%L(Tw ~T)
quervermischt unvermischt
Iy - Yy Y z
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Bei den Fluidtemperaturen in Gl. 4.52 handelt es sich um adiabate Mischtempera-
turen T, Im folgenden werden ausschlieflich adiabate Mischtemperaturen der Fluide

betrachtet, und der Index m wird fortgelassen.

Auch die Terme Y; in Tab. 4.2 haben alle die gleiche Struktur: Der Wérmeiibergangs-
koeffizient wird mit der wirmeiibertragenden Fliche und einer treibenden Tempera-

turdifferenz multipliziert und durch den Stromungsweg dividiert.

Weicht die Realisierung der Stromfiihrung in den Wirmeiibertragern von der Stromung
durch unberippte Rechteckkanile ab, kann man sich die aufgezeigte Stuktur der Ener-
giegleichungen zunutze machen, um auch diese néherungsweise zu berechnen. Dazu
werden geeignete Mittelwerte fiir den Strémungsquerschnitt, die Stromungsgeschwin-
digkeit und den Strémungsweg in Gl. 4.52 eingefiihrt. Wenn die Winde berippt sind,
wird die wirmeiibertragende Fliche mit dem Oberflichenwirkungsgrad nach GI. 2.35
bzw. Gl. 2.36 multipliziert [3]. Aus Griinden der mathematischen Handhabbarkeit ist

diese Vorgehensweise fiir die Berechnung gekoppelter Warmeiibertrager gut geeignet.

4.2 Wirmeiibertragende Wand zwischen den beiden Fluid-

stromen

Die Differentialgleichung fiir das Temperaturfeld der wirmeiibertragenden Wand wird

mit Hilfe des ersten Hauptsatzes fiir ein ruhendes geschlossenes System aufgestellt [29]:

dUw ,
- = /A _dda (4.53)

Mit A,ys wird die Oberfliche des Systems bezeichnet.

Als System wird ein kleines, quaderférmiges Wandelement mit den Kantenldngen Az,
Ay und dw = 21 — 2, Abb. 4.1, verwendet. Die Oberfliche A,,s setzt sich aus den
sechs Oberflichen des kleinen Quaders zusammen. Nur an den beiden Oberflachen,
die an die stromenden Fluide grenzen, werden Wérmestrome zu— bzw. abgefiihrt. Die
anderen vier Oberfliichen werden als adiabat angenommen. Es wird angenommen, daf

die Wand nur in 2—Richtung Wérme leitet.

Die lokalen Wirmestromdichten sind durch die Warmeiibergangsbedingungen gege-

ben, die bei der Untersuchung der strémenden Fluide eingefiihrt worden sind. An der
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Oberfliche, die an das stromende Fluid 1 grenzt, lautet die Warmeiibergangsbedingung
¢ = ar(Tm — Tw) (4.54)
und an der Oberflache, die an das stromende Fluid 2 grenzt, lautet sie
G2 = @2(Tin2 — Tw). (4.55)

Fiir die Berechnung der inneren Energie des kleinen Wandelements in Gl. 4.53 wird die
kalorische Zustandsgleichung eines inkompressiblen Fluids mit konstanter spezifischer

Wirmekapazitét (¢, = ¢, = ¢)
u=ug+ (T — Tp) (4.56)
verwendet. Wie iiblich werden Festkorper als inkompressible Fluide behandelt [18].

Die innere Energie des Wandelements wird berechnet, indem die spezifische innere
Energie mit der Dichte multipliziert und iiber das Volumen des Systems integriert wird

[29]. Die Dichte des kleinen Wandelements ist konstant. Die spezifische innere Energie

kann hingegen eine Funktion von Ort und Zeit sein:
Uw = /v,y, uwowdV = uow ow Viys + cow ow /,’w Tw(z,y,2,t)dV — couw Tow ou Vsys.
(4.57)
Es wird angenommen, daf} die Temperatur in dem kleinen Wandelement ortsunabhingig
ist. Es verhilt sich wie eine thermodynamische Phase. Es wird angenommen, daf§ die
Wand Wirme nur in z-Richtung leitet und in dieser Richtung eine unendlich hohe
Wirmeleitfdhigkeit besitzt. Der Warmeleitungswiderstand der Wand in z-Richtung ist

dann vernachlissigbar klein.

Die Gleichung fiir die innere Energie des kleinen Wandelements 4.57 lautet dann
Uw' = Qw'AZ’AZj&W ['U,QW’ -+ Cp”’(TW'(Ia Y, t) - TUM')] . (458)

Die Gln. 4.58, 4.54 und 4.55 werden in Gl. 4.53 eingesetzt. Das Ergebnis ist die Diffe-

rentialgleichung fiir die Berechnung der Wandtemperaturen

O0Tw

al.X}"(Tm] - Tw) + QQXY,(TmQ — Tuz) = QwXY6chu/ 7 (459)

Cow
Gleichung 4.59 hat folgende Struktur: Auf der linken Seite bestehen die beiden Sum-

manden aus dem Produkt von Warmetibergangskoeffizient, wirmeiibertragender Fliche
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und treibender Temperaturdifferenz. Auf der rechten Seite steht vor der Zeitableitung

der Temperatur die Wirmekapazitiat der Wand.

Wie in Abschnitt 4.1.4 wird die Struktur der Energiegleichung ausgenutzt, um auch be-

" rippte wirmeiibertragende Wiande néherungsweise instationar zu berechnen. In GI. 4.59

werden hierzu Oberflichenwirkungsgrade nach Gl. 2.35 bzw. 2.36 eingefiihrt, und es
wird die Summe aus den Wirmekapazititen von Grundmaterial und Rippen fiir Cpw

eingesetzt [3].

Fiir Rohrbiindelwirmeiibertrager haben Roetzel und Xuan [30] [31] Berechnungsver-
fahren entwickelt, mit denen die Wirmeleitung der Wand in Strémungsrichtung und ein
endlicher Warmeleitungswiderstand der Wand senkrecht zu den Strémungsrichtungen

der Fluide im instationiren Fall beriicksichtigt werden kénnen.

4.3 Rohrwand der Verbindungsleitungen

Das System, fiir das der erste Haupsatz aufgestellt wird, ist ein kleiner Rohrwand-
abschnitt mit der Linge Az, Abb. 4.3. Dem Rohrwandabschnitt wird ein einziger
Wirmestrom an der Oberfliche zugefiihrt, die an das strémende Fluid grenzt. Die

lokale Wirmestromdichte ist durch die Warmeiibergangsbedingung gegeben:
i(z,t) = ag(z,t)(Tma(z,t) — Tw(z, t)). (4.60)

Die anderen drei Oberflichen werden als adiabat angenommen. Es wird angenommen,
daff die Wand Warme nur in radialer Richtung leitet und dafl die Verbindungsleitung
gut gegen die Umgebung isoliert ist. Die innere Energie des Wandelements wird unter
der Annahme berechnet, daf dieses eine einheitliche Temperatur besitzt, d.h. neben der
Rotationssymmetrie der Temperaturprofile liegt eine unendlich hohe Warmeleitféhig-
keit in radialer Richtung vor:

Uw = ow AZW(RE - Rg)J iuow + cow(Tw(z,t) — TWO)],' (4.61)

v~

Viys uw (T)

Die Gln. 4.61 und 4.60, in den ersten Hauptsatz, Gl. 4.53, eingesetzt, ergeben die
Differentialgleichung 4.62 fiir die Berechnung der Temperaturfelder der Rohrwand:

T,
91 Roa(Tima — Tw) = owm(R2 — Rg)c,,w—atﬁ. (4.62)
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4.4 Zusammenhang zwischen Wirmeiibergangskoeffizient und

Stromungsgeschwindigkeit

Bei der Herleitung der Energiegleichungen ist deutlich geworden, dafi die Kenntnis des
lokalen Warmeiibergangskoeffizienten in Abhéngigkeit von der Zeit von grundlegender

Bedeutung fiir die Berechnung der Temperaturfelder ist.

In der Literatur findet man Daten fiir den lokalen und den mittleren Warmeiibergangs-
koeflizienten bei stationdrem Betrieb. Fiir die weitaus meisten Fille ist der mittlere
Wirmeiibergangskoeflizient angegeben [32] {12] [33] [1].

Die empirischen Korrelationen fiir den mittleren oder 6rtlichen Wirmeiibergangskoef-

fizienten sind héufig in Form eines Potenzansatzes

P
Nu = CyRe™Pr" (%) (4.63)

fiir einen bestimmten Giiltigkeitsbereich dargestellt. Die drei Kennzahlen Nu, Re und
Pr werden aus Stoffwerten, charakteristischer Linge L., mittlerer Strémungsgeschwin-

digkeit w und dem gesuchten Warmeiibergangskoeffizienten o gebildet:

al. _wk,

Nu=T, Re

und Pr= Z- (4.64)

Die Zahlenwerte der drei Konstanten Cp, m und n sowie der Giiltigkeitsbereich von
Gl. 4.63 sind in der jeweiligen Literaturstelle angegeben. Hier finden sich auch An-
gaben, bei welchem Druck und bei welcher Temperatur die Stoffwerte zu bestimmen
sind. wobei die Druckabhéngigkeit in der Regel vernachlissigt wird. Weiterhin wird eine
Berechnungsvorschrift fiir die charakteristische Linge L. und die mittlere Strémungs-

geschwindigkeit w angegeben.

Wenn konstante Stoffwerte vorausgesetzt werden, ist - bei festgehaltener Geometrie —

der mittlere Warmeiibergangskoeffizient nur eine Funktion der mittleren Strémungs-

geschwindigkeit. Es gilt
a= COE’\— (-L—) (-’f) w™, (4.65)

14 a

Im folgenden wird angenommen, dafi beim Lésen der Energiegleichungen statt des
lokalen Wérmeiibergangskoeffizienten der mittlere Wirmeiibergangskoeffizient nach
Gl. 4.65 verwendet werden darf. Dies ist bei turbulenter Strémung zulissig, bei la-

minarer Stromung nur in langen Kanilen.
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Bei der Simulation instationirer Prozesse muf} zusétzlich angenommen werden, daf} der

Wirmeiibergangskoeffizient einer Anderung der Strémungsgeschwindigkeit trigheitslos

folgt: . .
a(t) = Gy (L—) ()" wieym (4.66)

L. \v a

4.5 Einfithrung der Schwankungsgréfien

Wie in Abschnitt 3 ausgefiihrt, werden instationédre Prozesse untersucht, die von ei-
nem stationiren Betriebszustand ausgehen. Daher bietet es sich an, Temperaturen,
Stromungsgeschwindigkeiten und Wéarmeiibergangskoeffizienten in einen stationdren

Wert und eine zeitabhingige Schwankungsgrofie aufzuteilen [13] [14] [15]:

GesamtgroBe = stationdrer Wert + Schwankungsgréfe.

Ti(z,y,t) = Ti(z,y)+Ti(z,y,t) i=12,W (4.67)
’U.),;(t) = w; + w:(t) 1= 1, 2 (468)
Oli(t) = &;+ Ol;(t) i=1,2. (469)

Einsetzen der Gln. 4.68 und 4.69 in Gl. 4.66 ergibt eine Beziehung, die die Schwan-

kungsgroBen von Wirmeiibergangskoeffizient und Stromungsgeschwindigkeit miteinan-

) w\™
o = {(14.5) -1] & i=1,2 (4.70)

Die Einfiihrung der Schwankungsgrofen in die Energiegleichungen fiir die Fluidstréme
und Winde ( Gln. 4.18, 4.24, 4.32, 4.33, 4.44, 4.45, 4.51, 4.59 und 4.62 ) wird anhand

der Energiegleichung 4.44 fiir den Fluidstrom 1 des Gegenstrom—Wirmeiibertragers

der verkniipft:

beispielhaft dargestellt.

Wenn ein stationdrer Proze vorliegt, entfillt die Zeitableitung in der Energiegleichung

4.44, so daB im Fall des Gegenstroms die gewdhnliche Differentialgleichung 4.71 gilt:

_dhy &Y . 2
— —+—Tw-T1)=0. 4.71
01Cp1 W Iz + A (Tw 1) ( )
Einsetzen von Gl. 4.67-4.69 in Gl. 4.44 unter Beriicksichtigung von Gl. 4.71 ergibt eine

inhomogene lineare partielle Differentialgleichung mit den zeitabhéngigen Koeffizienten
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wj und o). Als abhingige Verdnderliche besitzt sie die Temperaturschwankungen 7}
und Ty

0, (Gi+a)Y aY Y w1 a Y - 1 0T}
it U el S St St VAl T h-Tw)=——.
(1+ ) Ox W, (T = Ti) - W1 W VV ( 1 ”) w, Ot

inhomogener Anteil

(4.72)

Um die GIn. 4.71 und 4.72 kompakt darzustellen, werden dimensionslose Koordinaten

und Kenngrofien eingefiihrt, von denen zwei zeitabhiingig sind:

z t alXY
= — = N
é- X’T tB, 1

'XY X/w
Ny = XY X oy =
W, W, tB

Einsetzen der Parameter nach Gl. 4.73 in Gl. 4.72 und in Gl. 4.71 ergibt Differential-

gleichungen, in der nur noch die Temperaturen dimensionsbehaftet sind:

—

(4.73)

I

dTy

_d—g_zv1 (T, - Tw) =0, (4.74)
~ (o) G- (M+ W) (@ = T) = (V- o) (i~ Ti) = m IR (479

Gleichung 4.75 wird im folgenden ,exakte Energiegleichung® genannt. Sie besitzt ein
Gegenstiick, das ,linearisierte Energiegleichung® genannt wird. Dieses wird in Ab-
schnitt 4.8 hergeleitet.

Die exakten Energiegleichungen fiir alle Fluidstréme und die Winde sind in Anh. B in
dimensionsloser Form zusammengestellt. Sie ergeben sich aus den Gln. 4.24, 4.32, 4.33,
4.44, 445, 4.51, 4.59 und 4.62.

Gleichung 4.70 beschreibt die Abhingigkeit der Schwankung des Wirmeiibergangs-
koeffizienten von der Schwankung der Strémungsgeschwindigkeit. Sie lautet mit den

Parametern nach Gl. 4.73 in dimensionsloser Form

N{(O’l):[(l‘!’“Ul)ml —1] Nl. (476)

4.6 Anfangsbedingungen

In den Differentialgleichungen in Anh. B sind die abhéingigen Verénderlichen Tempera-
turschwankungen. Da immer Prozesse betrachtet werden, die von einem stationiren Be-

triebszustand ausgehen, miissen sémtliche Schwankungsgréfien zu ProzeBbeginn gleich
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null sein, insbesondere die Temperaturschwankungen. Damit sind die Anfangsbedin-

gungen fiir die Differentialgleichungen homogen:

T'(z,y,t = 0) = 0. (4.77)

4.7 Kontinuititsgleichung fiir den Umlaufstrom

Mit Hilfe der Kontinuititsgleichung wird gezeigt, daf fiir das umlaufende Fluid die
Schwankung der Stromungsgeschwindigkeit, bezogen auf die Strémungsgeschwindigkeit

im stationdiren Ausgangszustand, fiir alle Untersysteme gleich grof ist.

Die Stromungsgeschwindigkeiten sind zu jedem Zeitpunkt in einem Untersystem ort-
lich konstant, aber verschieden von Untersystem zu Untersystem. Zu jedem Zeitpunkt
kénnen im Gesamtsystem vier verschiedene Stromungsgeschwindigkeiten fiir das um-

laufende Fluid beobachtet werden. Sie sind durch die Kontinuititsgleichungen 4.78
gekoppelt:

QQAqgiIUQi(t) = QQAqgj'LUzj (t) Z,] = I, II, T, [ mit 1 # ] (478)
Gleichung 4.78 mufl zu jedem Zeitpunkt erfiillt sein.

Zu ProzeBbeginn bei 7 = 0 liegen die Strémungsgeschwindigkeiten des stationéren

Ausgangszustands vor:

7=0: Aquu_)Qi = AQQjII)g]‘ i,j = I,II, ’/‘,l mit ¢ 36 j (479)

Fiir einen beliebigen spéteren Zeitpunkt gilt

7>0: Aqgi(ﬂ)gi + wél) = Aqu('U_JQj + ’LU’2J) Z,] = I, .[I, T,l mit 1 # ] (480)

Aus den Gln. 4.79 und 4.80 folgt, da die dimensionslose Schwankung der Strémungs-

geschwindigkeit des umlaufenden Fluids fiir alle Untersysteme gleich grof} sein muf:

! 'U)'-
Yo _ "2 4 j=1IIrl mit i#j (4.81)
Wa; Waj
bzw. :
oy =095 45 =1 ILrl mit i#j. (4.82)

Die Indizes I, II, r und [, die die Untersysteme kennzeichnen, konnen daher bei der di-

mensionslosen Schwankung der Stromungsgeschwindigkeit des umlaufenden Fluids o,
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fortgelassen werden. Neben der dimensionslosen Zeit 7 ist die dimensionslose Schwan-
kung der Strémungsgeschwindigkeit des umlaufenden Fluids die einzige dimensionslose

Grofle, die im zusammengeschalteten System keinen Index fiir das Untersystem trigt.

4.8 Linearisierung der Energiegleichungen

Wenn die Schwankungsgréfien klein sind, lassen sich die Energiegleichungen fiir die
Fluidstréme und Wiénde (Gln. 4.18, 4.24, 4.32, 4.33, 4.44, 4.45, 4.51, 4.59 und 4.62)
um den stationdren Ausgangszustand linearisieren [34]. Im mathematischen Sinn sind
die aufgezéhlten Gleichungen bereits linear [35]. Sie besitzen allerdings zeitabhingige

Koeffizienten.

Mit dem Begriff Linearisierung wird in der Regelungstechnik eine Rechenvorschrift
bezeichnet, die sowohl auf mathematisch lineare als auch mathematisch nichtlineare
Differentialgleichungen angewendet werden kann. Das Ergebnis sind immer mathema-
tisch lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Lineare Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten lassen sich mit der Laplace-Transformation

16sen, Abschnitt 3.

Die Linearisierung wird anhand der Energiegleichung 4.44 fiir den Fluidstrom 1 des

Gegenstrom~Warmeiibertragers beispielhaft durchgefiihrt.

Die Funktion, die linearisiert werden soll, lautet

oT; oT
F = f(—ag—,wl,gx—l,al(wl),Tw,Tl) (4.83)
oT oT; oY
01Cp1 (Ftl + wl_g:f) - —AE;T(TW — Tl) (484)

Nachdem die Rechenvorschrift fiir die Linearisierung (34]

oT or
F = F (_5%1 ) wllstat ’ 5;‘1— ) al(wl)lstan ) TWlstat ’ Tllsmt) i
stat stat
oF | o [af oF d"‘l} wl+ 22 | 94
3 Bt ' |0w, | Bay dw, l oz
0 (—g—!l) stat o w, By duy stat 0 (%Tj) stat O
OF oF
T T 4.85)
0 (TW) stat " 9 (Tl) stat : (
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auf die Funktion F angewendet worden ist, ergibt sich die linearisierte Energiegleichung

8T1, C—hY ’ ’ C_Yly = = wi 1 BTl’
— T — - -_— e -—_ _——_ 4.8
R Ok S T
oder, mit den dimensionslosen Koordinaten und Kenngréfien nach Gl. 4.73,
ar] - .., , s s oT]
- agl — N (T = Ty) = (my = DN, (T = Tww) o0 = mrgt (4.87)

Gleichung 4.87 ist das linearisierte Gegenstiick zur exakten Energiegleichung 4.75. Fir
die Energiegleichungen 4.18, 4.24, 4.32, 4.33, 4.44, 4.45, 4.51, 4.59 und 4.62 sind die
zugehorigen linearisierten Energiegleichungen in Anh. B in dimensionsloser Form zu-

sammengestellt.

4.9 Einfiihrung einer dimensionslosen Temperatur

Um die Rechenergebnisse fiir das zusammengeschaltete System normiert darzustellen,
wird die dimensionslose Temperatur
T — Ty eintr

0 = =
Tl,einl - Tl,einll

(4.88)

eingefiihrt.

Wenn Gl. 4.67 in Gl. 4.88 eingesetzt wird, zeigt sich, wie sich auch die dimensionslose

Temperatur in einen stationiren Wert und in eine Schwankungsgréfie aufteilen 188t. Es

gilt
T+T —Ti.i
9 _ _ + _1,827111 (489)
T eint — T eintt
T — T eintr T
= = = + = = 4.90
Tl,ein] - Tl,einII Tl,einl - Tl,einII ( )
= 0+9. (4.91)

Die dimensionslosen Temperaturen des stationdren Ausgangszustands liegen alle im
Intervall 0 < 8 < 1 mit

gl,ein[ =1 (492)
Oreinir = 0. (4.93)
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Die grofite dimensionslose Temperaturdifferenz im zusammengeschalteten System hat
im stationdren Ausgangszustand den Wert 1. Damit lassen sich die Temperaturschwan-
kungen, die wihrend instationdrer Prozesse auftreten, in ihrer Gréenordnung gut be-

urteilen.

4.10 Rand- und Kopplungsbedingungen
Bisher sind im Rahmen der Systembeschreibung folgende Schritte durchgefiihrt worden:

e Fiir die einzelnen Untersysteme sind exakte und linearisierte Energiegleichungen
aufgestellt worden, Anh. B. Jedes Untersystem hat dabei ein eigenes rdumliches
Koordinatensystem, aber alle Untersysteme besitzen die gemeinsame dimensions-

lose Zeitkoordinate 7.

o Weil nur Prozesse untersucht werden, die von einem stationiren Betriebszustand
ausgehen, sind die Anfangsbedingungen fiir die exakten und linearisierten Ener-

giegleichungen homogen, Abschnitt 4.6.

e Aus der Kontinuitatsgleichung fiir das umlaufende Fluid folgt, da§ die dimen-
sionslose Schwankung der Strémungsgeschwindigkeit des umlaufenden Fluids o

fir alle Untersysteme gleich grof} ist, Abschnitt 4.7.

Fiir eine vollstindige Beschreibung des Systems sind Rand- und Kopplungsbedingun-
gen notwendig. Die dimensionslosen Eintrittstemperaturen der Hauptstrome bzw. de-

ren Schwankungen werden als Randbedingungen vorgegeben.

Die Kopplungsbedingungen lauten: Die Austrittstemperatur des umlaufenden Fluids
-aus einem Untersystem muf gleich seiner Eintrittstemperatur in das unmittelbar darauf

folgende Untersystem sein.

Es wird angenommen, dafl die Vorginge in den Ein- und Austrittshauben der Wir-
meiibertrager fiir das Gesamtverhalten des zusammengeschalteten Systems eine un-
tergeordnete Rolle spielen und bei der Simulation fortgelassen werden kénnen. Diese
Annahme ist wichtig im Zusammenhang mit der Festlegung und Berechnung der Ein-
und Austrittstemperaturen, insbesondere bei unvermischten Stromfiihrungen. Im Ein-

trittsquerschnitt der Warmeiibertrager werden immer einheitliche Temperaturen ange-
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nommen. Austrittstemperaturen werden berechnet, indem angenommen wird, daf§ die

Fluidteilchen im Austrittsquerschnitt adiabat vermischt werden.

Um die Rand- und Kopplungsbedingungen als Gleichungen zu formulieren, sind in
Abb. 4.4 die Koordinatensysteme der Warmeiibertrager und Verbindungsleitungen dar-

gestellt.

In Abb. 4.4 sind Pumpe und Stellventil nicht dargestellt, vgl. Abb. 1.1. In der vorlie-
genden Arbeit wird das thermische Verhalten des zusammengeschalteten Systems un-
tersucht. Nach Abschnitt 4.1 sind die Berechnung des thermischen und hydraulischen
Verhaltens unabhingig voneinander. Fiir die Berechnung des thermischen Verhaltens

werden Pumpe und Stellventil daher vereinfachend modelliert.

Anstelle von Pumpe und Stellventil wird die Verbindungsleitung so verléngert, daf die
Verweilzeit der Fluidteilchen im System aus Pumpe und Stellventil richtig wiedergege-
ben wird. Es wird angenommen, da8 Pumpe und Stellventil adiabat sind und daf§ die

Wirmekapazititen der beiden Systeme so nidherungsweise richtig erfafit werden.

Die Berechnung des hydraulischen Verhaltens eines Systems, das aus Pumpe, Stellventil

und Stromungskanilen besteht, wird von Buckley [36] dargestellt.

Fiir zwei gekoppelte Kreuzstrom~Wéirmeiibertrager mit quervermischtem Umlaufstrom
gelten mit den Bezeichnungen in Abb. 4.4 die Gln. 4.94 bis 4.105.

Randbedingungen im stationdren Ausgangszustand fiir die beiden Hauptstrome:

O (€r=0,m1) = Bremr=1 (4.94)
9111(&1 = 0,7711) = él,einII =0 (4-95)

Kopplungsbedingungen im stationdren Ausgangszustand fiir das umlaufende Fluid:

Du(nr=1) = 02(¢=0) (4.96)
02 (G =1) = Gors(mur = 0) (4.97)
Dorr(mr=1) = 8a(G=0) (4.98)
Ou(G=1) = Gor(n =0) (4.99)

Randbedingungen fiir die Temperaturschwankungen der beiden Hauptstrome:

01 (& =0,m1,7) = O1inr(7) (4.100)
O1rr(r =0,m,7) = 01ein11(7) (4.101)
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Abb. 4.4. Koordinatensysteme und Stromfiihrung fiir die drei in dieser Arbeit berechneten

Systeme: a) einseitig quervermischter Kreuzstrom mit quervermischtem Umlaufstrom, b) ein-

-seitig quervermischter Kreuzstrom mit quervermischten Hauptstrémen (der Umlaufstrom ist

den Wirmeiibertragern unvermischt), ¢) Gegenstrom.
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Kopplungsbedingungen fiir die Temperaturschwankungen des umlaufenden Fluids:

0or(nr=1,7) = 02(¢=0,7) ( )
0o =1,7) = Oor(nr=0,7) ( )
O'orr(nir =1,7) = 0u(G=0,7) (4.104)
0'u(G=1,7) = 0ulnr=0,7) ( )

Fiir zwei gekoppelte Kreuzstrom-Wirmeiibertrager mit quervermischten Hauptstrémen
gelten mit den Bezeichnungen in Abb. 4.4 die Gln. 4.106 bis 4.117.
Randbedingungen im stationiren Ausgangszustand fiir die beiden Hauptstrome:

011(6r=0) = BOreinr =1 (4.106)
0111611 =0) = Oy einrr =0 (4.107)

Kopplungsbedingungen im stationiren Ausgangszustand fiir das umlaufende Fluid:

[ Ol =106 = 8iG=0) (4.108)
00r (G =1) = Oors(&rr,mir = 0) (4.109)

/01 Oorr(&rr,mir = 1)dér = 05(G = 0) (4.110)
02(¢=1) = 6y(&r,mr =0) (4.111)

Randbedingungen fiir die Temperaturschwankungen der beiden Hauptstrome:

011(6r=0,7) = remi(7) (4.112)
011 =0,7) = O1einrr(7) (4.113)

Kopplungsbedingungen fiir die Temperaturschwankungen des umlaufenden Fluids:

/01 091 (& =1,7)dé = 09.(G=0,7) (4.114)
00 (=17 = Oorr(€rr,mir =0,7) (4.115)

/01 0211 (Errymir = 1,7)dér = Gu(G=0,7) (4.116)
Ou(G=1,7) = Ou(&nr=0,71) (4.117)

Fiir zwei gekoppelte Gegenstrom-Wirmeiibertrager gelten mit den Bezeichnungen in
Abb. 4.4 die GIn. 4.118 bis 4.129.




- 60 —
Randbedingungen im stationdren Ausgangszustand fiir die beiden Hauptstrome:

011(61=0) = B =1 (4.118)
0111611 =0) = bhein1 =0 (4.119)

Kopplungsbedingungen im stationdren Ausgangszustand fiir das umlaufende Fluid:

02(61=0) = 6x(¢=0) (4.120)
0u(¢=1) = Gops(&r=1) (4.121)
O211(E1r =0) = 65.(¢ =0) (4.122)
(G =1) = by(&=1) (4.123)
Randbedingungen fiir die Temperaturschwankungen der beiden Hauptstréme:
6/11({1 = 0,7’) = e,l,einI(T) (4124)
01016 =0,7) = 01 cinii(7) (4.125)

Kopplungsbedingungen fiir die Temperaturschwankungen des umlaufenden Fluids:

02161 =0,7) = 0u(G=0,7) (4.126)
020 (G=1,7) = Ooni(ér1=1,7) (4.127)
0211(611 =0,7) = 65.((=0,7) (4.128)
OulG=1,7) = 0ul&=1r7) (4.129)

4.11 Stationdre Temperaturfelder

In den inhomogenen Anteilen der exakten und linearisierten Energiegleichungen. Anh. B,
stehen die Temperaturen des stationdren Ausgangszustands. Diese miissen bekannt
sein, bevor damit begonnen werden kann, das instationire Verhalten des Systems zu

untersuchen.

Jeder Wirmeiibertrager wird im stationdren Ausgangszustand durch zwei Differenti-
algleichungen fiir die Fluidstrome und eine algebraische Gleichung fiir die wirmeiiber-
tragende Wand beschrieben, Anh. A.1, A.2 und A.3. Die beiden Verbindungsleitungen
werden durch eine Differentialgleichung fiir den umlaufenden Fluidstrom und eine al-
gebraische Gleichung fiir die Rohrwand beschrieben, Anh. A.4. Hinzu treten die zwei

Randbedingungen und die vier Kopplungsbedingungen aus Abschnitt 4.10.
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Dieses umfangreiche Problem wird gel6st, indem jedes Untersystem zunichst isoliert
berechnet wird, wobei die unbekannten dimensionslosen Eintrittstemperaturen des um-
laufenden Fluids éz,emz, éQ’einII, éZ,ei'nra éz,ein ., als Randbedingung vorgegeben werden

und zunichst unbestimmt bleiben, Anh. A.1 bis A.4.

AnschlieBend wird mit Hilfe der Kopplungsbedingungen aus Abschnitt 4.10 ein Glei-
chungssystem aufgestellt, mit dem die unbekannten dimensionslosen Eintrittstempera-

turen des umlaufenden Fluids berechnet werden. Diese sind tabellarisch in Anh. A.5

zusammengestellt.
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5 Berechnung des instationiren Verhaltens mit der

Laplace—Transformation

In dieser Arbeit werden zwei verschiedene Methoden verwendet, um die exakten und
linearisierten Energiegleichungen zusammen mit ihren Anfangs-, Rand- und Kopp-
lungsbedingungen zu lésen, und zwar die Laplace-Transformation und das Finite-

Differenzen-Verfahren. Zunéichst wird die Laplace-Transformation vorgestellt.

Die Laplace-Transformierte einer Funktion f(7) im Intervall 0 < 7 < oo ist durch
Gl. 5.1 definiert [37]:

LU} =) = [ e fnar, (5.1)

Die exakten und linearisierten Energiegleichungen, die Randbedingungen und die Kopp-
lungsbedingungen werden beziiglich der dimensionslosen Zeit transformiert. Die Re-
chenregeln fiir die Transformation sind von Spiegel zusammengestellt worden [38].
Durch diese Transformation gehen die Gleichungen vom Zeitbereich in den Frequenz-

bereich iiber.

Die exakten Energiegleichungen werden nur fiir die Fille transformiert, in denen ihre
Koeffzienten konstant sind. Physikalisch bedeuten konstante Koeffizienten in den exak-
ten Energiegleichungen, dafl Prozesse beschrieben werden, bei denen die Massenstrome

aller drei Fluide konstant sind oder sich sprungférmig zum Zeitpunkt 7 = 0 &dndern.

Die linearisierten Energiegleichungen besitzen immer konstante Koeffizienten.

‘Nur wenn die Differentialgleichungen im Zeitbereich konstante Koeffizienten besitzen,

ist die Anwendung der Laplace-Transformation sinnvoll: Im Zeitbereich treten parti-
elle Ableitungen nach allen dimensionslosen Ortskoordinaten und der dimensionslosen
Zeitkoordinate auf, Anh. B. Bei konstanten Koeffizienten im Zeitbereich treten im
Frequenzbereich nur noch partielle Ableitungen nach den dimensionslosen Ortskoordi-
naten auf, Anh. C. Die Anzahl der unabhéngigen Verinderlichen, nach denen partiell
abgeleitet wird, hat sich beim Ubergang vom Zeitbereich in den Frequenzbereich um 1

verringert. Die Differentialgleichungen im Frequenzbereich kénnen dann analytisch mit




- 63 -

den Methoden fiir gewohnliche Differentialgleichungen geldst werden. Dies ist Anh. C
dargestellt.

Wenn die Koeffizienten der exakten Energiegleichungen zeitabhdngig sind, ist eine
Transformation fiir Sonderfille méglich [38], aber dann treten partielle Ableitungen

nach allen dimensionslosen Ortskoordinaten und nach der Variablen s auf, statt nach

der Variablen 7, z.B.

00'(e,1)\ 840, 9)
£(6) i o2
oder 5
£oo(e ) = -2 63)

Die Anzahl der unabhéngigen Verédnderlichen, nach denen partiell abgeleitet wird, ver-
ringert sich nicht. Da sich die Struktur der Differentialgleichungen nicht vereinfacht,

ist die Anwendung der Laplace—Transformation nicht sinnvoll.

In einem letzten Schritt wird die Lésung vom Frequenzbereich in den Zeitbereich
zuriicktransformiert. Grundlage hierfiir ist das Inversionstheorem fiir die Laplace-

Transformation, das aus folgendem Gleichungspaar besteht [37]:

fls) = /0°° F(r)e™Tdr, R(s) > c, (5.4)
f(r) = %/;Z:of(s)e”ds, v >c (5.5)

Aus diesem Theorem hat Honig [39] einen Algorithmus zur numerischen Inversion der
Laplace-Transformation entwickelt, der in der vorliegenden Arbeit verwendet wird.
Das Inversionsintegral, Gl. 5.5, wird in eine Fourier-Reihe entwickelt, und es werden
konvergenzbeschleunigende Methoden angewendet. Die numerische Inversion mit Hilfe

einer Fourier-Reihe wird von Roetzel und Xuan (3] verwendet und empfohlen.
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6 Berechnung des instationiren Verhaltens mit dem

Finite—Differenzen—Verfahren

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, wie die Laplace-Transformation verwendet wird,
um partielle Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten zu 16sen. Ihr Einsatz
ist nur in diesem Fall sinnvoll. Um die exakten Energiegleichungen zu lésen, deren Ko-
effizienten Zeitfunktionen sind, wird eine andere Methode benétigt. In der vorliegenden

Arbeit wird ein explizites Finite-Differenzen—Verfahren verwendet.

6.1 Aufbau des Rechennetzes

Beim Finite-Differenzen—Verfahren werden die exakten Energiegleichungen, Anh. B,
durch finite Differenzengleichungen approximiert, d.h. die einzelnen Terme der exak-
ten Energiegleichungen werden mit Hilfe von Werten an den diskreten Punkten eines

Rechennetzes ausgedriickt.

Der Aufbau des Rechennetzes wird am Beispiel des Kreuzstrom-Wérmeiibertragers,
dessen Temperaturfelder zweidimensional sind, dargestellt, Abb. 6.1a. In der Abbildung

sind Ortsdiskretisierung und Zeitdiskretisierung getrennt dargestellt.

Bei der Ortsdiskretisierung wird die in beiden Koordinatenrichtungen £ und 7 zu 1
normierte Linge des Warmeiibertragers in n* bzw. m* dquidistante Intervalle Ag*
bzw. An* unterteilt. Der hochgestellte Laufindex k zeigt an, daB bei dem verwendeten
Verfahren die raumliche Unterteilung des Rechengebiets von Zeitschritt zu Zeitschritt
verdndert wird, wenn Massenstromschwankungen auftreten. Im Zeitschritt k werden die
Schwankungen der dimensionslosen Temperaturen zum Zeitpunkt k+1 aus den Werten
zum Zeitpunkt k berechnet. Im folgenden ist zwischen Zeitschritt k und Zeitpunkt k

zu unterscheiden.

Die Absténde der Gitterpunkte in £ und n-Richtung sind durch A¢* = % und An* =
m—lg gegeben. Die Ortskoordinaten an den Gitterpunkten (z, ) sind durch die Gln. 6.1
und 6.2 gegeben:

g = (@-1agk i=1,...nF+1, j=1,... mF+1 (6.1)

in
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‘ in
| a)
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Abb. 6.1. Rechennetze: a) Kreuzstrom-Wéarmeiibertrager  (zweidimensional), b)

Gegenstrom-Wirmeiibertrager (eindimensional) und c¢) Verbindungsleitungen (eindi-
mensional). Es ist dargestellt, wie die diskreten Punkte des Rechennetzes im kontinuierlichen

Koordinatensystem liegen.
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‘

k+1 ° k+1

i-1 i i-1 i
FTBS-Schema Wendroff-Schema

Abb. 6.2. Entwicklungspunkt (§o, 70, 7o) der Taylorreihe fiir die beiden Differenzenschemen.
Links: Beim FTBS-Schema (forward time backward space) fillt der Entwicklungspunkt mit
einem Gitterpunkt zusammen. Rechts: Beim Wendroff-Schema ist der Entwicklungspunkt

ein Zwischengitterpunkt.

k

n, o= G-DAn* i=1,....05+1, j=1,... mF+1. (6.2)

Der Prozef wird fiir den Zeitraum 0 < 7 < 7, berechnet, der in o dquidistante Zeitin-

tervalle A7 unterteilt wird. Die Zeitschrittweite betrigt
7o — 0

AT = . (6.3)

o

Zum Zeitpunkt k gilt

™ =(k-1A7, k=1,...0+1. (6.4)

6.2 Approximation der exakten Energiegleichungen durch fi-

nite Differenzengleichungen

Um darzustellen, wie die exakten Energiegleichungen durch finite Differenzengleichun-
gen approximiert werden, wird das Rechengitter in Abb. 6.2 betrachtet. Von besonde-

rem Interesse ist der Entwicklungspunkt (&, no, 7o) fiir das Differenzenschema.

Fir das sogenannte FTBS-Schema [40] fillt der Entwicklungspunkt mit einem Git-
terpunkt (7, j, k), Abb. 6.2 links. Beim Wendroff-Schema [35] wird ein Zwischengitter-
punkt als Entwicklungspunkt gewihlt, Abb. 6.2 rechts.
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Tabelle 6.1. Bezichungen fiir die Bildung von finite Differenzengleichungen. Das FTBS-

Schema unterscheidet sich durch den Entwicklungspunkt (£o,70,70) vom Wendroff-Schema.

In der ersten Zeile jedes Kastens steht der Ausdruck, der fiir die finite Differenzengleichungen

verwendet wird. Falls weitere Zeilen in einem Kasten folgen, steht hier der Diskretisierungs-

fehler. Fiir #* im Diskretisierungsfehler der Linienintegrale gilt 0 < n* <1 [41].

FTBS-Schema Wendroff-Schema
Gitterpunkt Zwischengitterpunkt
& = (i — 1AL &= ([i — 3] - 1AE
n = (j —1)An* m = (j —1)An*
0= (k—1)AT = ([k + l] - 1)A7
¢ o 1 (9,’“{1] + 0k + O+ k)
162%™ k 1329' 7o 2
T 8o 0,m0 (A€ ) “8or? £o,m0 AT
“+...
Qg_’_ 0:,’:2'_0251,2' l 91’;“}'1_612 1 01'; 9 k
aé 2 OAék 3 2 To Agk 2 ?Ek 70
19%0 |™ k 1 830’ ky2 1 8% 2
+§ a¢? o, Af + 24 5¢% £o,m0 (Af ) 8 o¢ar? &o.mo At
+..
” T T A,
toxd \ TOAT s 2 . DT . A‘ro
—1lo% _18% 2 _1 8% |” k)2
2072 om0 AT+... 24 07% |go,m0 AT 8 96207 | ,mo ( )
=+ ...
1 eld ZZ‘:I-H 113 1 "m k+1 k 'k+1
lo n m EEF { (91 11+01 11+9 gi,j )
_ (AR 520 |™0 ( x _18%¢|™ ky2 _ 1820 | 2
12 on? 50(77)"'--- 8 0¢? Eomo( f) _SW&JIOAT
(Aﬂk)2 629' 70 *
12 a7 g, (n*) +
b |8y =0[(— DAL, (G- DA | 8y, =0[(i— 3 - DAL, (j = D]
2 = T g
(&n%)? 525 * (AnF)? 928 *
e () + a2l () +
o ok =o[(k - 1)AT] okt =g |(k+ 3] - 1)Ar
N’ N'* = N'[(k - 1)A1] N'*z = N'[([k + 1] - 1)Ar
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Die Koeffizienten und der inhomogene Anteil der exakten Energiegleichungen lassen

sich an dem Punkt (&, 7, 7o) exakt vor Beginn des eigentlichen Verfahrens berechnen.

Die Orts- und Zeitableitungen der Temperaturschwankungen werden an dem Punkt
(€0, M0, To) mit Hilfe der Werte an den umliegenden Gitterpunkten approximiert. Dazu
wird die Temperaturschwankung an dem Punkt (&y,79,70) in eine Taylorreihe ent-
wickelt. Anschlieffend wird die Methode der unbestimmten Koeffizienten [40] angewen-

det. Die Ergebnisse sind in Tab. 6.1 wiedergegeben.

Bei der Approximation der Linienintegrale wird die Trapezregel verwendet. Mit 3"
wird in den Formeln die halbe Gewichtung des ersten und letzten Summanden be-

zeichnet [25].

Die Ausdriicke in Tab. 6.1 bestehen z.T. aus mehreren Zeilen. In der ersten Zeile steht
Jeweils der Ausdruck, der fiir die Bildung der finite Differenzengleichungen verwendet

wird. Wenn weitere Zeilen folgen, steht hier der Diskretisierungsfehler [40].

Mit den finite Differenzengleichungen lassen sich Temperaturfelder von Prozessen mit
beliebigen Massenstromschwankungen berechnen. Die Differenzengleichungen sind in

Anh. D zusammengestellt.

Um ein explizites Finite-Differenzen—Verfahren mit einem méglichst kleinen mittleren
Diskretisierungsfehler zu erhalten, werden in dieser Arbeit in jedem Zeitschritt beide

Differenzenschemen kombiniert, Anh. D.

Ein wichtiger Sonderfall liegt vor, wenn die Hauptstréme gasformig sind und der Um-
laufstrom fliissig ist. In der Regel sind die Verweilzeiten der Gasteilchen im Warmeiiber-
trager sehr viel kleiner als die der Fliissigkeitsteilchen. Wiahlt man die Verweilzeit der
Fliissigkeit in einem der Warmeiibertrager als Bezugszeit, verschwindet die Zeitablei-
tung in der Energiegleichung. Beispielsweise gilt fiir den gasfsrmigen Hauptstrom des

Gegenstrom-Wirmeiibertragers

/

89 ~ 7 i /
—(1+ o) 222 — (Ninm + Nipg)(O1ar — Oag)

O&nr
—(Nip — oieNip) Orns — Owg) = & Pra (6.5)
1M 1IMAVIM 1M wM \1’1\_/!/ 67’ . .
tle R-"O
132}

Das Verschwinden der Zeitableitung bedeutet, daf} sich die Gastemperaturen zu jedem

Zeitpunkt trégheitslos einstellen, wobei die Vorgeschichte bedeutungslos ist. Daher ist
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die Approximation der Ortsableitung nach dem Wendroff-Schema, das zwel Zeitebe-

nen miteinander verkniipft, nicht sinnvoll. Stattdessen wird die Drei-Punkte-Formel
verwendet [40]:
oo’ B 30;{; - 40;51,]’ + 29;’12’]. -]; 330’ ™

ot AN 3 0€3

(AER? + ... (6.6)

§o0,m0
Die vollstindigen Differenzengleichungen fiir den Fall gasférmiger Hauptstrome sind in

Anh. D angegeben.

6.3 Anfangs— und Randbedingungen

Die Anfangsbedingungen sind homogen, d.h. fiir £ = 1 werden die Schwankungen der

dimensionslosen Temperaturen an allen Gitterpunkten gleich null gesetzt.

Als Randbedingungen werden die Schwankungen der dimensionslosen Eintrittstempe-

raturen der beiden Hauptstrome I und II in das System vorgegeben, Gln. 6.7 bis 6.12.

Fiir zwei gekoppelte Kreuzstrom-Warmeiibertrager mit quervermischtem Umlaufstrom

gilt
- 1 .
0111 0 eins () Gr=1,...mf+1, k=1,...,0+1 (6.7)
7 k U .
01y, = 91,62.,1,,(#) ju=1,...,m5+1, k=1,...,0+1 (6.8)

Fiir zwei gekoppelte Kreuzstrom-Wérmeiibertrager mit quervermischten Hauptstromen

gilt
9’11]; = ell,einl(’rk) k = 17"-a0+ 1 (69)
9,111116 = ell,einII(Tk) k=1,...,0+1. (6.10)

Fiir zwei gekoppelte Gegenstrom-Warmeiibertrager gilt

1k ’

by = 91,ein1(7k) k=1,...,0+1 (6.11)
1k ’
Oy, = OLeinu(7") k=1,...,0+1. (6.12)

6.4 Kopplungsbedingungen

Wie die Kopplungsbedingungen in das Finite-Differenzen-Verfahren eingehen, ist in
den Abb. 6.3, 6.4 und 6.5 gezeigt. Es ist jeweils das Rechennetz des Umlaufstroms
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Abb. 6.3. Kopplungsbedingungen fiir den Umlaufstrom bei zwei zusammengeschalteten

Kreuzstrom-Warmeiibertragern mit quervermischtem Umlaufstrom.
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Abb. 6.4. Kopplungsbedingungen fiir den Umlaufstrom bei zwei zusammengeschalteten

Kreuzstrom-Wirmeiibertragern mit quervermischten Hauptstromen.
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Abb. 6.5. Kopplungsbedingungen fiir den Umlaufstrom bei zwei zusammengeschalteten

Gegenstrom-Wérmeiibertragern.
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fiir die Rechnung im Zeitschritt k dargestellt, d.h. aus den bekannten Werten zum

Zeitpunkt k werden die neuen Werte zum Zeitpunkt k + 1 berechnet.

Beim Kreuzstrom mit quervermischten Hauptstrémen und unvermischtem Umlauf-
strom in den Einzelapparaten erstreckt sich das Rechennetz des Umlaufstroms in den
Wirmeiibertragern auch in j-Richtung, Abb. 6.4. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
ist in Abb. 6.4 lediglich eine Ebene des Rechenetzes mit j = const abgebildet.

Die vier Kopplungsbedingungen sind in den Ecken der Abbildungen 6.3, 6.4 und 6.5 an-
gegeben. Die gestrichelten Pfeile zeigen an, wie die fehlende Eintrittstemperatur eines
Untersystems mit der berechneten Austrittstemperatur des vorhergehenden Untersy-

stems gleichgesetzt wird, Abb. 6.3, 6.4 und 6.5.

7Zu Abb. 6.5 ist anzumerken, dafl die Berechnung der Fluidtemperaturen immer in
Stromungsrichtung erfolgen muf. So beginnt bei den Gegenstrom-Wérmeiibertragern
die Berechnung des Umlaufstroms am Gitterpunkt ¢ = n* 4+ 1 und endet am Gitter-
punkt ¢ = 1, wobei fiir die Berechnung eines neuen Punktes immer nur Gitterpunkte
verwendet werden diirfen, die weiter stromaufwirts liegen. Dies spiegelt die physikali-

sche Tatsache wider, daf8 sich Informationen mit der Strémung ausbreiten.

6.5 Netzgenerierung

Eine Stabilitdtsuntersuchung der Differenzengleichungen fiir die warmeiibertragenden
Winde und die AuBenwinde der Verbindungsleitungen liefert fiir jedes der vier Unter-
systeme eine obere Schranke fiir die Zeitschrittweite als notwendiges Stabilitdtskriteri-

um. Fiir die beiden Wirmeiibertrager gilt fiir alle Zeitschritte k =1,...,0+1

QwM

AT < = . = . M=11I, 6.13
(Nin + Niky) + Roaar(Naas + Nojyy) (6:13)
und fiir die Verbindungsleitungen gilt
2wM
A _—— M=rl .
T < Nons 1 NIE. r, (6.14)

Mit den Ungleichungen 6.13 und 6.14 wird zunéchst eine Zeitschrittweite fiir das ge-

samte Rechenverfahren festgelegt.

Da die Wandgleichungen keine Ortsableitungen enthalten, liefert ihre Untersuchung

kein Kriterium fiir die Ortsdiskretisierung.
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Neben dem Stabilitdtsproblem, dessen Auftreten leicht zu erkennen ist, kénnen nume-
rische Dispersion und numerische Diampfung die Berechnungsergebnisse unbrauchbar
machen. Das Ziel ist, bei vorgegebener Zeitschrittweite die Schrittweiten in Ortsrich-
tung so festzulegen, dafl die Auswirkungen von numerischer Dispersion und numerischer

Déimpfung minimiert werden.

Um zu einem Kriterium fiir die Netzgenerierung zu gelangen, wird nicht das gesamte
System gekoppelter partieller Differentialgleichungen bzw. Differenzengleichungen un-
tersucht, sondern eine vereinfachte einzelne partielle Differentialgleichung. Sie erfaft

die Transporteigenschaften der Energiegleichungen in Strémungsrichtung der Fluide:

a0 o
-1 +a)—6—£— =hp. (6.15)

Die dimensionslose Schwankung der Strémungsgeschwindigkeit o ist im Rahmen dieser
Untersuchung eine Konstante, d.h. das Kriterium wird fiir einen Zeitschritt des Finite—
Differenzen-Verfahrens hergeleitet, in dem mit ¢¥ = o gerechnet wird. Falls sich die
dimensionslose Schwankung der Stromungsgeschwindigkeit dndert, ergibt sich ein neues

Kriterium, und es wird ein neues Rechennetz erzeugt.

Die Losung der linearen partiellen Differentialgleichung 6.15 mit den konstanten Ko-
effizienten (1 + o) und « setzt sich nach dem Superpositionsprinzip aus Teillésungen
zusammen. Diese ergeben sich mit Hilfe des Separationsansatzes [35]. Sie haben die

Gestalt
1+0o

K

6' =@ exp[I(Qr —AE)] mit Q= A. (6.16)

Die Teillésungen fiir Gl. 6.15 sind nach Gl. 6.16 harmonische Wellen. Jede Welle ist
durch ihre dimensionslose Kreisfrequenz 2 und ihre dimensionslose Wellenzahl A cha-
rakterisiert. Gibt man fiir eine Teillssung die dimensionslose Kreisfrequenz vor, so ist
die Wellenzahl durch Gl. 6.16 festgelegt. Die Teillssungen breiten sich alle ungedampft
‘mit der gleichen Geschwindigkeit

Q 1
= ——: 7 — const (6.17)

in positiver {~Richtung aus. Dieses Verhalten wird als dispersionsfrei bezeichnet.

Liegt bei einer partiellen Differentialgleichung Dispersion vor, so ist die Ausbreitungs-

geschwindigkeit der verschiedenen Teillssungen unterschiedlich grof§ [40]:

Q

1= f(A) # const. (6.18)
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Liegt bei einer partiellen Differentialgleichung Ddmpfung vor, so nimmt die Amplitude
der Wellen mit der Zeit ab [40].

Da die exakten Teillosungen von Gl. 6.15 weder Démpfung noch Dispersion aufwei-
sen, soll das Rechennetz des Finite-Differenzen—Verfahrens méglichst so diskretisiert

werden, daf8 dort auch keine Ddmpfung und Dispersion auftritt.

6.5.1 Beziehung zwischen Kreisfrequenz und Wellenzahl beim

FTBS-Schema

Das FTBS-Schema fiir Gl. 6.15 lautet

afk _ e’lc 9(k+1 _ g’k
_ kN i—1 — i 7
(1+0%) NG N (6.19)

In das Schema wird eine Teillosung eingesetzt, bei der der Zusammenhang zwischen A

und € zundchst unbestimmt ist:
6F = 0 exp (ZIQ(k — 1)AT — TA(i — 1)ALF) . (6.20)
Gleichung 6.20, in Gl. 6.19 eingesetzt, ergibt die diskrete Dispersionsbeziehung 6.21.

-1
T <1_1+0A7‘+1+0A7’61AA5k> } (6.21)

Q=-—"
Arln

VAN VAN

Gleichung 6.21 zeigt, daB sich bei einer willkiirlichen Wahl von Ort— und Zeitschrittwei-
te ein komplizierter Zusammenhang zwischen Wellenzahl und Kreisfrequenz ergibt, der
in der Regel komplex ist. In diesem Fall treten numerische Dispersion und numerische

Déampfung auf.
Wenn in der diskreten Dispersionsbeziehung 6.21

é_&_f_l+cr’“

= (6.22)

gewshlt wird, haben alle Teillssungen der finiten Differenzengleichungen die gleiche
Ausbreitungsgeschwindigkeit wie die der partiellen Differentialgleichungen und sind
wie diese ungeddmpft. Es gilt

Q 1+0*
= . 6.23
1 - (6.23)

Entsprechende Uberlegungen gelten fiir das Wendroff-Schema.
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6.5.2 Beziehung zwischen Kreisfrequenz und Wellenzahl beim
Wendroff-Schema

Das Wendroff-Schema, das Gl. 6.15 approximiert, lautet

_ k+l__ i
SEEAREY R ING At At

2

1[0k - 6k, ez-“-*l-—e;’i’tl]: 1["ik““9{k+9iﬁl‘3251 - (6.24)

Die diskrete Dispersionsbeziehung ergibt sich durch das Einsetzen von Gl. 6.20 in
Gl. 6.24 zu

ko 1ee*tY ar 140kt AT zAng
T 1+ IARE 4 L 2 on 1o % o7, 3
Q=—In k&4 kB¢ . (6.25)

AT TANE 1+g"+"lf AT 1+a"+% AT TANEx
1+e & - Tk BEF + " A—E;e

Durch die Wahl 1
AL 1402

6.26
AT K ( )
treten weder numerische Dispersion noch numerische Diampfung auf. Es gilt

Q 140kt

—= — 6.27

n p (6.27)

Die GIn. 6.22 und 6.26 sind fiir das FTBS-Schema bzw. das Wendroff-Schema die

Kriterien fiir die Netzgenerierung.

In der vorliegenden Arbeit wird in jedem Zeitschritt eine Kombination von FTBS-
Schema und Wendroff-Schema verwendet. Die Kriterien fiir die Netzgenerierung eines
Zeitschritts. Gl. 6.22 und Gl. 6.26, beinhalten jedoch den Parameter o zu zwei verschie-
denen Zeitpunkten, namlich o* bzw. o**2. Um ein einheitliches Kriterium zu erhalten,
wird willkiirlich der Parameter o**7 fiir die Netzgenerierung gewahlt. Dies ist zulissig,

wenn die Zeitschrittweite A7 klein gewihlt wird.

Aus Gl. 6.26 wird zunéchst die Anzahl der Intervalle in Ortsrichtung berechnet. Hier
muf} in der Regel gerundet werden, da die Anzahl der Intervalle eine natiirliche Zahl

sein mufl. Mit

1
k
AEF = s (6.28)
ergibt sich aus GI. 6.26 die Anzahl der Intervalle in Ortsrichtung:
e L& (6.29)

- NS,
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wobei n¥ ein gerundeter Wert ist. Im Rechenprogramm wird hierzu die Integer-Funktion
INT verwendet [42]. Sie rundet, indem alle Nachkommastellen fortgelassen werden. Die

tatsachlich vorliegende Ortsschrittweite ist dann der Kehrwert von nk.

Beim Kreuzstrom gilt fiir die Ortsdiskretisierung in Strémungsrichtung des Haupt-

stroms _ -
1 1 K
k 1
=—=INT |——7—= 6.30
" T he (DT 4 gt (6:30)
und in Strémungsrichtung des Umlaufstroms
1 (1 k|
b=~ =INT |———2—|. 6.31
T A A1 4 or | (6:31)
Fiir die Verbindungsleitung gilt
1 1 K
F= — =INT | ————| . (632
NG AT ohth (6:32)

Eine Besonderheit tritt beim Gegenstrom auf. Es ergeben sich zwei Kriterien fiir Dis-
kretisierung der einzigen Ortskoordinate, wenn die Stromungsgeschwindigkeiten der

beiden Fluide unterschiedlich grof sind:

1 1 K
k— - —INT|——"1 .
n Afk ! AT 1+ k+% (6 33)
1 1 K
k _ - 2
N L = a’”%} . (6.34)

Beim Gegenstrom-Wairmeiibertrager wird in jedem Zeitschritt auf zwei Netzen gerech-

net. Die Vorgehensweise ist in Abb. 6.6 veranschaulicht.

Ausgangspunkt der Betrachtung ist der Zeitpunkt k, fiir den alle Temperaturfelder
bekannt sind. Es liegen zwei Rechennetze vor, wobei das eine in bezug auf numerische
Dispersion und Déampfung fiir den Fluidstrom 1 und das andere fiir den Fluidstrom 2
nach den Gln. 6.33 bzw. 6.34 optimiert ist.

Zunichst werden die Wandtemperaturen des neuen Zeitpunkts £ + 1 berechnet, wofiir
die Temperaturen der beiden Fluidstrome und die Wandtemperaturen zum Zeitpunkt

k bendtigt werden.

Fiir den Fluidstrom 1 ist der Wert am Eintritt des Wirmeiibertragers durch die Rand-
bedingung vorgegeben. Mit den Fluid- und Wandtemperaturen zum Zeitpunkt k und
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Zeitpunkt k k+1 k+1
neue Fluidtemperaturen
zwei aufbereitete Netze g::::cx\:‘aerrx\dlemperaturen bereehion pe
Fluidstrom 1 Lnmn e aamn o T i R R i I K *—o—»
numerische Dispersion und L7
Wand *—o—@ numerische Dampfung fir *—o-—e -
Fluidstrom 1 minimiert. aus
Fluidstrom 2 *>—o—0- Randbedingung
Fluidstrom 1 .
numerische Dispersion und
Wand . numerische Dampfung fiir . . aus Kopplung
! Fluidstrom 2 minimiert. Seo
Fluidstrom 2 @@ - - c e e e e e e e m e e a e b ° ‘
: * i i
E=0 E=1 £=0 E=1 £=0 E=1
Fluidstrom 1 &—e——eo——e
Wand *——o—o —@
Fluidstrom 2 ® o o o neue Lage der Gitterpunkte nach

Optimierungskriterium berechnen
und Temperaturen an den neuen
Gitterpunkten interpolieren.

Fluidstrom 1 &—e—o—o—e

Wand *—eo—o—0o—»

Fluidstrom 2 —e—o—o—o

Abb. 6.6. Besonderheit beim Gegenstrom. Da die Strémungsgeschwindigkeiten der Fluid-
strdme 1 und 2 in der Regel unterschiedlich grof sind, mu8 gleichzeitig auf zwei Netzen gerech-
net werden, um die Auswirkungen von numerischer Dispersion und numerischer Dampfung
zu minimieren. Die Rechnung ist im Zeitschritt & dargestellt, d.h. mit Hilfe der bekannten
Werte zum Zeitpunkt & werden neue Werte zum Zeitpunkt k + 1 berechnet. Anschlieflend

‘werden beide Rechennetze fiir die Berechnung des Zeitschritts k + 1 aufbereitet.
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der Fluidtemperatur am Eintritt zum Zeitpunkt k+1 wird das gesamte Temperaturfeld

des Fluids 1 bis zum Austritt mit dem Wendroff-Schema berechnet.

Beim Fluidstrom 2 wird ebenfalls in Strémungsrichtung, d.h. entgegen der Koordina-
tenrichtung, gerechnet, Abb. 6.5. Da keine Randbedingung am Fluideintritt vorliegt
und die Kopplungsbedingungen erst verwendet werden kénnen, wenn auch die Tempe-
raturfelder der Verbindungsleitungen berechnet sind, wird die Berechnung des Wertes
am Gitterpunkt ¢ = n¥F 4+ 1 zunéchst offen gelassen, Abb. 6.5. Der Wert am Gitter-
punkt ¢ = n* wird mit dem FTBS-Schema berechnet, das nur Werte zum Zeitpunkt k
bendtigt. Ab dem Gitterpunkt n¥ — 1 wird das Wendroff-Schema verwendet, das einen

kleineren Diskretisierungsfehler besitzt.

Ist diese Berechnung abgeschlossen, wird der fehlende Wert der Temperatur des Fluid-
stroms 2 am Eintritt zum Zeitpunkt £+ 1 mit der Kopplungsbedingung ergénzt, so daf}
schlieflich sdmtliche Fluidtemperaturen fiir den Zeitpunkt k£ +1 bekannt sind, Abb. 6.5

und 6.6.

Fiir den Fall, daB sich die Massenstrome und damit die Stromungsgeschwindigkeiten
der Fluide dndern, wird bei der Berechnung des folgenden Zeitschritts £ + 1 ein neues
Rechennetz erzeugt, Abb. 6.6. Dazu werden die Ort— und Zeitschrittweiten nach den
Optimierungskriterien 6.33 und 6.34 ermittelt. Die Temperaturen an den neuen Git-
terpunkten werden aus den vorhandenen Werten interpoliert, so dafl die Berechnung

des neuen Zeitschritts erfolgen kann.

Die Berechnung der Kreuzstrom-Wirmeiibertrager und der Verbindungsleitungen er-
folgt nach dem gleichen Muster, wobei lediglich ein Rechennetz pro Zeitschritt verwen-

det wird.
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7 Beispiele zum instationidren Verhalten

Es werden die drei Systeme untersucht, die in Abb. 4.4 dargestellt sind. Aus der Ab-
bildung geht hervor, welche Stromfiihrung in den Wiarmeiibertragern vorliegt und mit
welchen Ortskoordinaten die einzelnen Untersysteme beschrieben werden. In den Bei-
spielen sind jeweils zwei identische Warmeiibertrager zusammengeschaltet, die durch
zwei identische Rohrleitungen verbunden sind. Die Hauptstréme sind gasférmig, das
umlaufende Fluid ist eine Fliissigkeit. Im stationdren Ausgangszustand sind die Warme-
kapazititsstrome der beiden gasformigen Hauptstrome gleich grofi. Damit das Problem
vollstdndig beschrieben ist, werden die Kennzahlen der Energiegleichungen in Anh. B

festgelegt.

Die Verweilzeit der Fliissigkeitsteilchen in den Warmeiibertragern ist sehr viel grofier
als die der Gasteilchen [12]:

tyar > tug (7.1)

tarr > torr. (7.2)

Wenn man die Verweilzeit der Fliissigkeitsteilchen t,o; als Bezugszeit t5 wihlt, kénnen

die dimensionslosen Verweilzeiten der Gasteilchen gleich null gesetzt werden:

ty

ki = =0 (7.3)
tv21
t

ki = 2=y (7.4)
tv2I

Im stationdren Ausgangszustand sind die dimensionslosen Verweilzeiten der Fliissig-

keitsteilchen in beiden Warmeiibertragern gleich grof}, da die beiden Warmeiibertrager

.identisch sind:

t

Ky = =1 (7.5)
tvar
t

Korr = ﬂﬂ--——l. (76)
tv21

Fiir die dimensionslose Verweilzeit der Fliissigkeitsteilchen in den identischen Verbin-

dungsleitungen wird gewéhlt:

tyor
Ky = 22=10 (7.7)
tv?l
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¢
Ky = -2 =10. (7.8)

tv2I

Im stationdren Ausgangszustand bendtigen alle Fliissigkeitsteilchen des Umlaufstroms

fiir einen Umlauf die dimensionslose Zeit

Togot = Kor + Kor + Koi + Korr (7.9)
= 14+10+1+10
= 22.

Alle Teilchen verbringen die gleiche Zeit in den einzelnen Untersystemen.

Fiir die Kennzahlen N = &A/ﬁ/— und die Warmekapazitétsstromverhéltnisse R ;5 und

Ry 111 werden folgende Zahlenwerte gewéhlt:

Niy=Nyp=NM = 8 (7.10)
Nyy=Noyy=N, = 12 (7.11)
Roar = Roanr = Ren = 4 (7.12)

Die Kennzahlen N, und R, hingen nach den Gln. 2.45 und 2.46 voneinander ab.

Aus den Gln. 7.10 bis 7.12 ergeben sich die NTU-Werte der beiden Warmeiibertrager:

N1 Ny Ry,
NTU; = —=——=— = 6,857. 7.13
' Ny + NoRy ( )
Fiir die Verbindungsleitungen wird gew&hlt:
NQT = NQ{ = 1. (714)

Weiterhin werden die Kennzahlen w; und wy; in den Differentialgleichungen fiir die
wirmeiibertragenden Winde festgelegt. Fiir die identischen Einzelapparate gilt

wy = —C—;/ﬁ] (715)

wrr = Wwr. (716)

Der Zahlenwert der dimensionslosen Verweilzeit x1; ist sehr klein und wurde in Gl. 7.3
gleich null gesetzt. Bei der Berechnung von w; mufl jedoch beriicksichtigt werden, daf

die Wirmekapazitit der wirmeiibertragenden Wand Cyy; in der Regel sehr viel gréfier
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ist als die Warmekapazitdt des Gases Cy;, das sich in dem Warmeiibertrager befindet
[12]. Daher ergibt sich ein endlicher Wert fiir w;. Fiir die Beispiele wird gewahlt:

Wy =Wwypr = ) (717)

Fiir die Verbindungsleitungen sind die Kennzahlen w, und w, in den Differentialglei-
chungen fiir die Rohrwand, Anh. B, durch

Wy = CC'L;:KQ,- (7.18)
Wy = w (7.19)

gegeben. Fiir die Beispiele wird gewihlt:
wr =wp = 1. (7.20)

Der Exponent der Reynolds-Zahl im Potenzansatz fiir die Nufeltzahl, Gl. 4.66, geht

ebenfalls in die Energiegleichungen ein. Er legt den Zusammenhang zwischen der Schwan

kung der Stromungsgeschwindigkeit und der des Wirmeiibergangskoeffizienten fest. In
den Beispielen wird fiir alle Untersysteme der Wert m = 0, 8 gewihlt. Alle Kennzahlen

fir die Beispiele sind in Tab. 7.1 zusammengestellt.

Die fiinf Eingangsgrofien, fiir die die Systemantwort ermittelt wird, sind

1. die Schwankung der dimensionslosen Eintrittstemperatur des warmen Haupt-

7

stroms, 8, g;n,

2. die Schwankung der dimensionslosen Eintrittstemperatur des kalten Hauptstroms,

!
6 111,einy

3. die dimensionslose Schwankung der Stromungsgeschwindigkeit des warmen Haupt-

stroms, oy,

4. die dimensionslose Schwankung der Strémungsgeschwindigkeit des kalten Haupt-

stroms, og;yy, und

5. die dimensionslose Schwankung der Strémungsgeschwindigkeit des Umlaufstroms,

09.
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Tabelle 7.1. Kennzahlen fiir die instationiren Beispiele. Die drei Systeme, die in Abb. 4.4
dargestellt sind, besitzen in den Beispielen die aufgelisteten Kennzahlen. Im oberen Teil stehen
die Kennzahlen fiir die Warmeiibertrager und im unteren Teil die fiir die Verbindungsleitun-

gen. Die Bedeutung der Kennzahlen ist in der Auflistung der Formelzeichen und in Anh. B

angegeben.

Kennzahl Zahlenwert
Ny = Niyy 8
myr = mar 0,8
Nyp = Nogg 12
Moy = Moy 0,8

Ryqr = Roan 4

K11 = K11 0
Kor = KaI1 1

wr = wyy 5

Ny, = Ny 1
Moy = My 0,8

Kor = Kai 10

Wy = Wy 1
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[ Austrittstemperatur = 7 |

Eintrittstem-
peratur = 7

Umlaufstrom

[ Austrittstemperatur = 7 ] \

Kreuzstrom-WU I |

1

Hauptstrom I
Schwankung der Eintrittstemperatur

@ Hauptstrom 11

Kreuzstrom-WU I

Eintrittstem-
peratur = ?
[Austrittstemperatur = 7]

Abb. 7.1. Prozef, der das Verhalten des Gesamtsystems veranschaulicht. Es sind zwei

\ [ Austritistemperatur = 7 | 4

Kreuzstrom-Wirmeiibertrager mit quervermischtem Umlaufstrom zusammengeschaltet. Die
Eingangsgrofie ist ein Einheitssprung der Schwankung der dimensionslosen Eintrittstempera-
tur der Hauptstroms I. Der zeitliche Verlauf der sechs Ein- und Austrittstemperaturen, die

durch Fragezeichen gekennzeichnet sind, wird in Abschnitt 7.1 diskutiert.
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7.1 Verhalten des Gesamtsystems

In diesem Beispiel wird das Gesamtverhalten des Systems dargestellt. Es werden auch
dimensionslose Temperaturschwankungen des umlaufenden Fluids im Innern des Sy-
stems betrachtet. In den dann folgenden Beispielen sind nur noch die Schwankungen
der dimensionslosen Austrittstemperaturen der Hauptstrome als Ausgangsgrofien des

Gesamtsystems von Interesse.

Eingangsgrofie ist ein Einheitssprung der Schwankung der dimensionslosen Eintritts-

temperatur des Hauptstroms I:
gll,einl = 1) T Z 0. (721)

Das System, in dem der Prozef abliuft, besteht aus zwei gekoppelten Kreuzstrom-
Wirmeiibertragern mit quervermischtem Umlaufstrom, Abb. 7.1. Die Koordinatensy-

steme, in denen der Prozef beschrieben wird, sind in Abb. 4.4 dargestellt.

Abbildung 7.2 zeigt, daf sich das Gesamtsystem zyklisch einem neuen stationéren Zu-
stand entgegenbewegt. Im Detail 148t sich der zeitliche Verlauf der Temperatursignale
in Abb. 7.2 folgendermafien erkldren: Der Prozef wird durch den Einheitssprung von
01 cins €ingeleitet, Abb. 7.1. Aufgrund der Quervermischung des Umlaufstroms wird
Energie sofort zum Austritt des Hauptstroms von Apparat I transportiert, so da88 ; ,,;
ab 7 = 0 - beginnend mit der Steigung Null — ansteigt, Abb. 7.4a. Der Sprung der
dimensionslosen Temperaturschwankung des Hauptstroms I wandert in dem gew&hlten
ZeitmafBstab mit unendlicher hoher Geschwindigkeit durch den Apparat I und erreicht
bereits bei 7 = 0 die Linie & = 1, so daf} 6] ,,,; bei 7 = 0 eine Diskontinuitét besitzt,

Abb. 7.4a. Die Grofle des Sprungs ist durch
ell,ausI(T = 0) = exp(_Nl) (722)

gegeben. Dieses Ergebnis liefert die Anwendung des Anfangswertsatzes der Laplace—

Transformation Gl. 7.40. Der Zahlenwert fiir das Beispiel betrégt

/

Ol,ausI(T = 0) = 6_8 = 3a 35 - 10“4- (723)

Die dimensionslose Schwankung der Eintrittstemperatur des Umlaufstroms in den Ap-
parat I 65;(m; = 0) bleibt bis 7 = 21 konstant, Abb. 7.4c, da in den Verbindungsleitun-

gen und im Apparat II noch umlaufendes Fluid mit den Temperaturen des stationéren
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Ausgangszustands vorhanden ist. Beide Eingangssignale fiir den Apparat I. 6 ,;,; und
05;(m = 0), sind bis 7 = 21 konstant. Daher bewegt sich dieses Untersystem einem

neuen Beharrungszustand entgegen, Abb. 7.3.

Dieser Vorgang wird bei 7 = 21 durch das Ansteigen des Eingangssignals 85,(n; = 0)
abgebrochen, Abb. 7.3. Dessen zeitlicher Verlauf 148t sich auf das Signal 8};(n; = 1)
zuriickfiihren, das aufgrund der vorgehenden Uberlegungen zunichst einen asymptoti-
schen Verlauf hat, Abb. 7.3. Es wird durch die rechte Verbindungsleitung zum Eintritt
des Apparats II transportiert. Die Verbindungsleitung bewirkt im wesentlichen eine
zeitliche Verschiebung des Signals, Abb. 7.3. Ein solches System wird als Totzeitsy-

stem [23] bezeichnet.

Nach 7 = 10 erhélt Apparat II zum ersten Mal ein von null verschiedenes Eingangs-
signal 6y;,(n;; = 0), Abb. 7.4b. Aufgrund der Quervermischung steigt das Ausgangs-
signal des Gesamtsystems @ ,,.;; ab 7 = 10 - beginnend mit der Steigung Null - an,
Abb. 7.4b. Da das Eingangssignal fiir den Apparat II 6};,(n;; = 0) einen asymptoti-
schen Verlauf hat und das Eingangssignal 6] ,;,;; konstant ist, bewegt sich auch das
Untersystem II einem Beharrungszustand entgegen. Damit hat das Signal 8};,(n;; = 1)
einen asymptotischen Verlauf, Abb. 7.3. Nachdem dieses durch die linke Verbindungs-
leitung transportiert worden ist, erreicht es den Eintritt in den Apparat I. Das asym-
ptotisch ansteigende Eingangssignal 8;,(n; = 0) leitet bei 7 = 21 einen zweiten Zyklus
ein. indem der sich im Untersystem I einstellende Beharrungszustand gestort wird.
Der Gesamtprozef} ist zyklisch, wobei sich einstellende Beharrungszustinde durch Si-
gnale, die mit dem umlaufenden Fluid transportiert werden, gestért werden. Schlielich

erreicht das Gesamtsystem einen neuen stationiren Zustand, wie Abb. 7.2 zeigt.

7.2 Verdeutlichung der Auswirkungen der inneren Zirkulati-

on

Wie in Abschnitt 7.1 wird das System aus zwei gekoppelten Kreuzstrom-Wairmeiiber-
tragern mit quervermischtem Umlaufstrom betrachtet. Eingangsgrofie ist ein Recht-

eckimpuls der Schwankung der dimensionslosen Eintrittstemperatur des Hauptstroms
I, Abb. 7.5:

=1 0<7<1 (7.24)
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Abb. 7.2. Systemantwort fiir den Prozel, der in Abb. 7.1 dargestellt ist. Die Kurven fiir

den Wirmeiibertrager I sind gestrichelt und die fiir den Warmeiibertrager 1I durchgezogen.
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Abb. 7.3. Vergréflerte Darstellung von Abb. 7.2 zu Proze8beginn.
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Abb. 7.4. Vergrofierte Darstellung von Abb. 7.3. Fir drei wichtige Zeitintervalle, in denen
die Schwankungen der dimensionslosen Temperaturen zu steigen beginnen, sind ihre Zeit-
verlidufe aus Abb. 7.3 vergroflert dargestellt. Von besonderem Interesse sind die Anfangsstei-

gung und eine mogliche Diskontinuitét.
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Abb. 7.5. Prozef, der verdeutlicht, wie sich die innere Zirkulation des Systems auswirkt. Es

sind zwei Kreuzstrom-Warmeiibertrager mit quervermischtem Umlaufstrom zusammenge-
schaltet. Die Eingangsgrofe ist ein Rechteckimpuls der dimensionslosen Eintrittstemperatur

des Hauptstroms I.
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Ol ey = 0 1< (7.25)
Auf diese Weise wird dem System kurzzeitig zusétzliche Energie zugefiihrt. Der zeitliche
Verlauf der beiden Ausgangsgrofen ist in Abb. 7.6 dargestellt. Fiir grofe Zeiten erreicht
das System wieder den stationiren Ausgangszustand, d.h. die zusitzlich eingebrachte

Energie wird vollstindig aus dem System herausgetragen, Abb. 7.6.

Das Eingangssignal wird in zwei Ausgangssignale aufgespalten, deren zeitliche Verldufe
wellenformig gegen Null gehen, Abb. 7.6. Diese Kurvenverldufe sind charakteristisch

fiir ein System mit innerer Zirkulation [43].

Nach Gl. 7.10 betrigt die dimensionslose Zeit, die die Fliissigkeitsteilchen fiir einen
Umlauf benédtigen, 7, :r = 22. Zwar liegt die Vermutung nahe, daBl dies der Abstand
der wiederkehrenden Maxima in Abb. 7.6 ist. Dies ist jedoch nicht der Fall, da die um-
laufenden Signale aufgrund der Warmekapazititen im System verzerrt werden. Dieser
Effekt ist in Abb. 7.7 veranschaulicht. Fiir drei Systeme mit unterschiedlich grofier
Wirmekapazitiat der Winde ist die Schwankung der dimensionslosen Austrittstempe-

ratur des Hauptstroms II iiber der Zeit dargestellt:

1. Kurve a in Abb. 7.7 gilt fiir ein System, bei dem die Wéarmekapazitét der Wénde
hoch ist:
wy=wy = 10 (7.26)
wy=w;, = 2. (7.27)
2. Kurve b in Abb. 7.7 gilt fiir das Ausgangssystem mit
wr=wyy = 5 (7.28)
1.

Wr =w; = (729)

3. Kurve ¢ in Abb. 7.7 gilt fiir ein System mit sehr kleiner Warmekapazitdt der
Winde:

wr=wy = 1073 (7.30)

1073 (7.31)

Wr = Wi

Abbildung 7.7 zeigt, daf bei sehr kleiner Wirmekapazitdt der Wande die umlaufenden
Signale mit der Periode 22 wiederkehren. Bereits hier ist eine Verbreiterung der Maxima
mit der Zeit zu erkennen. Je grofer die Warmekapazitit des Systems ist, desto gréfler
sind die Abstinde der Maxima, Abb. 7.7 a und b.
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Abb. 7.6. Sytemantwort fiir den Prozef}, der in Abb. 7.5 dargestellt ist.
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Abb. 7.7. Antworten verschiedener Systeme fiir den Prozef}, der in Abb. 7.5 dargestellt ist.
Der zeitliche Verlauf der Schwankung der dimensionslosen Austrittstemperatur des wirmeauf-
nehmenden Hauptstroms II ist fiir drei verschiedene Systeme dargestellt: a) Ausgangssystem
mit den Parametern aus Abschnitt 7, b) System, bei dem die Warmekapazitdten der Wénde
doppelt so gro8 sind wie beim Ausgangssystem, c) System, bei dem die Warmekapazititen

der Winde sehr klein sind. Die Fluidparameter sind bei allen drei Systemen gleich gro8.
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7.3 Systemantwort auf die Testfunktionen Sprung und har-

monische Schwingung

In diesem Abschnitt werden die drei Systeme, die in Abb. 4.4 dargestellt sind, fiir den
Fall untersucht, dafl jeweils eine einzige Eingangsgrofie vorgegeben wird, die entweder

sprungférmig ist oder harmonisch schwingt.

Von den beiden Ausgangsgréfien des Systems wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit
ausschliefilich die Schwankung der dimensionslosen Austrittstemperatur des Haupt-

stroms II betrachtet.

Wenn es sich bei der einzigen vorgegebenen Eingangsgréfe um eine harmonische Schwin-
gung handelt, antwortet das System — nach einem Einschwingvorgang — mit einer har-
monischen Schwingung gleicher Frequenz [23]. Voraussetzung hierfiir ist, daf8 der Prozef
mit den linearisierten Energiegleichungen beschrieben wird. Amplitude und Phasenlage
der Systemantwort werden durch den Frequenzgang bestimmt. Zu jeder der fiinf Ein-
gangsgrofien gehort ein Frequenzgang. Er ergibt sich aus der Ubertragungsfunktion.
Da hier fiinf Eingangsgréfen und eine Ausgangsgrofie betrachtet werden, gibt es fiinf

Ubertragungsfunktionen:

~ 0 qusr1(8)
Guru(s) = S (7.32)

91,ein1(3)

A é, ausII\$S
Guran(s) = = 15) (7.33)

gl,einﬂ(s)

~ é’ ausIT\S
Gy, (s) = —l;l—l%sg—) (7.34)

~ é’ aus $§
Gl”,aul (3) = _15#18()) (7.35)

~ él aus S
Gilloy(s) = ‘—02(!5’)(—) (7.36)

Die rechten Seiten der Gln. 7.32 bis 7.36 sind aus Anh. C bekannt. Der Frequenzgang
ist der Ausschnitt G(s = IQ) aus der Ubertragungsfunktion [23]. Grafisch wird der
Frequenzgang dargestellt, indem fiir verschiedene dimensionslose Kreisfrequenzen §2
die Werte der komplexen Funktion G berechnet werden. Anschliefend wird der Ima-
gindrteil $ iiber dem Realteil R aufgetragen. Aus diesen Diagrammen kénnen Ampli-
tude und Phasenlage des Ausgangssignals im eingeschwungenen Zustand fiir beliebige

dimensionslose Kreisfrequenzen abgelesen werden [23]. Dies wird an einem Beispiel
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Abb. 7.8. Frequenzgang G(IQ) = T}-w_sfl((zn))
l,einl

Kreuzstrom-Wirmeiibertragern mit quervermischtem Umlaufstrom. Der Abstand zwischen

den markierten dimensionslosen Kreisfrequenzen betrigt AQ = %—B—.

fiir ein System aus zwei gekoppelten

durchgefiihrt, Abb. 7.8.

In Abb. 7.8 ist der Frequenzgang

é’l,ausll (IQ)

G(IQ) = =
( ) Hll,einI(IQ)

(7.37)
fiir zwei zusammengeschaltete Kreuzstrom-Wérmetibertrager mit quervermischtem Um-

laufstrom dargestellt.

Der Frequenzgang ist eine Kurve mit der dimensionslosen Kreisfrequenz als Parameter.
Die Kurve beginnt bei = 0 und endet in diesem Fall fiir @ — oo im Ursprung. In
Abstdnden von Q2 = s?o_ﬂo sind die dimensionslosen Kreisfrequenzen als Punkte markiert.
Fiir die ersten vier Punkte ist der Zahlenwert eingetragen.

Um Amplitude und Phasenlage der Ausgangsgrofie abzulesen, wird ein Zeiger vom
Ursprung bis zu dem Punkt auf dem Frequenzgang gezeichnet, der der Frequenz der
Eingangsgrofe entspricht. Die Lénge des Zeigers ist die Amplitude der Ausgangsgrofe,
wenn die Amplitude der Eingangsgrofie 1 betrigt. Der Winkel zwischen Abszisse und
Zeiger ist die Phase der Ausgangsgrofie. Ist die Amplitude der Eingangsgrofie ungleich
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1, so ist die Ldnge des Zeigers mit diesem Wert zu multiplizieren, um die Amplitude

der Ausgangsgrofie zu erhalten.

In Abb. 7.8 betrigt die Lange des Zeigers 0,415 und die Phase —34.4°. Die dimensi-

onslose Kreisfrequenz betriagt 2 = 326% Wenn die Eingangsgrofie

, . 27
el,einI(T) = 07 1sin (3667—) (738)

vorgegeben wird, lautet die Systemantwort im eingeschwungenen Zustand

7 2 T
0) einsr(7) = 0,415-0,1sin %7— - —1—78;634’ 4l (7.39)
0,0415 W

In den Abb. 7.9 bis 7.13 sind fiir die drei zusammengeschalteten Systeme Sprungantwort

und Frequenzgang wiedergegeben.

Neben der Beschreibung des dynamischen Verhaltens des Systems geht es auch darum,
die Rechenergebnisse auf ihre Plausibilitét zu iiberpriifen. Ein wichtiges Werkzeug sind

die Grenzwertsitze der Laplace-Transformation [23].

Der Anfangswertsatz lautet: Strebt 6(7) fiir 7 — +0 einem endlichen Grenzwert zu, so
gilt
8(+0) = lim s6(s). (7.40)

§—00

Der Endwertsatz lautet: Strebt 6(7) fiir 7 — +o0o einem endlichen Grenzwert zu, so
gilt
lim 6(7) = lim sf(s). (7.41)

T—+00 5§—0

Mit den Grenzwertsdtzen kann man den Wert der Funktion () bei 7 = 40 und

7 — 00 ermitteln, ohne die Funktion #(7) im Zeitbereich zu kennen.

‘Die Grenzwertsétze lassen sich auch grafisch als Zusammenhang zwischen Frequenz-
gang und Ubergangsfunktion interpretieren [44). Die Ubergangsfunktion ist die Sy-

stemantwort auf ein sprungférmiges Eingangssignal mit der Sprunghshe 1 [44].

Der Anfangswertsatz besagt, dafl die Endauslenkung der Ubergangsfunktion bei 7 — oc
gleich der Anfangsamplitude des Frequenzgangs bei Q = 0 ist [44].

Der Endwertsatz besagt, dal die Anfangsauslenkung der Ubergangsfunktion bei 7 = 0
gleich der Endamplitude des Frequenzgangs bei  — oo ist [44].
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Die Grenzwertsitze in der grafischen Form werden auf den Frequenzgang angewendet,

der in Abb. 7.8 dargestellt ist. Aus Abb. 7.8 werden folgende Werte abgelesen:
Gir1r(TQ =0) = 0,5 (7.42)

G~111,11(IQ — OO) =0. (743)

Ohne die Losung im Zeitbereich zu kennen, muf} die Ubergangsfunktion folgende Werte

annehmen:

’

gl,ausII(T = 0) =0 (744)
ell,ausII(T — OO) = O) 9. (745)

Die numerische Riicktransformation der Losung vom Frequenzbereich in den Zeitbe-
reich und das Finite-Differenzen—Verfahren miissen ebenfalls diese Werte liefern, wenn

die berechneten Lésungen plausibel sein sollen.

Um die Ergebnisse moglichst genau zu kontrollieren, werden in der vorliegenden Arbeit
die Grenzwertsitze nach Gl. 7.40 und Gl. 7.41 ausgewertet. Das grafische Verfahren

dient der Anschauung.

Gleichung 7.40 und Gl. 7.41 ergeben fiir den Anfangs— bzw. Endwert

’

Hl,ausII(T = 0) =0 (746)
gll,ausII(T - OO) = 0,497 (747)

Wenn es bei einem Prozef einen stationiren Endzustand gibt, kann dieser unabhéngig
von der dynamischen Rechnung nach Anh. A berechnet werden. Dazu sind die Parame-
ter des stationiren Endzustands anstatt der des Ausgangszustands zu verwenden. Zwi-
schen den Parametern des stationiren Ausgangszustands und denen des stationiren

Endzustands gelten die Beziehungen 7.48 bis 7.50, wenn Massenstromschwankungen

auftreten:
N3 = Nu(L+o5)™ 0 M=111 (7.48)
NS = Noy (140@)™ 0 M =111 (7.49)
1+o03° ;
Ry = R M=11I 7.50
2,1M 21M 7 Py (7.50)

Somit steht ein weiteres Werkzeug fiir die Kontrolle der Berechnungen zur Verfiigung.
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Fir Prozesse, die mit der Laplace-Transformation und dem Finite-Differenzen-Ver-
fahren berechnet werden konnen, werden immer beide Methoden angewendet. Da die
Losungsmethoden vollig unabhingig voneinander sind. ist eine Ubereinstimmung der

Ergebnisse ein guter Hinweis darauf, daf keine Rechenfehler vorhanden sind.

7.3.1 Schwankung der dimensionslosen Eintrittstemperatur des

Hauptstroms I als Eingangsgrofie

In Abb. 7.9 sind die Systemantworten B’I,ausll fiir die Eingangsgrofie 0’1'81'", als Uber-
gangsfunktion und als Frequenzgang dargestellt, und zwar fiir die drei Systeme in
Abb. 4.4.

Exakte und linearisierte Energiegleichungen unterscheiden sich erst beim Auftreten von
Massenstromschwankungen, Anh. B. Da in diesem Beispiel keine Massenstromschwan-

kungen auftreten, liefern sie die gleichen Lésungen.

Fir alle Systeme besitzt der zeitliche Verlauf der Ausgangsgrofie 6, ., eine dimensi-
onslose Totzeit 7 = 10, da die eingebrachte Stérung mit dem Umlaufstrom vom War-

meiibertrager I zum Warmeiibertrager II transportiert wird, Abb. 7.9 und Abb. 4.4.

Die dimensionslose Temperaturschwankung B;Yaus, 1 erreicht zyklisch einen neuen stati-
ondren Endwert. Dieser Vorgang wurde in Abschnitt 7.1 fiir zwei gekoppelte Kreuzstrom-
Wirmeiibertrager mit quervermischtem Umlaufstrom erldutert. Die beiden anderen

Systeme. Abb. 7.9 b und c, zeigen qualitativ das gleiche Verhalten.

Im folgenden wird die Plausibilitit der Rechenergebnisse anhand von Tab. 7.2 iiber-
prift. In der zweiten Spalte sind die stationiren Endwerte mit den Gleichungen in

Anh. A berechnet worden. Zum Vergleich sind in der dritten Spalte die Werte einge-

tragen, die sich mit der Laplace-transformierten Ausgangsgréfie aus dem Endwertsatz

ergeben. Die Zahlenwerte stimmen auf sechs Dezimalstellen iiberein. Die Angabe von
sechs Dezimalstellen ist physikalisch nicht begriindet, sie dient der Beurteilung der

verwendeten Rechenmethoden.

Die Ubergangsfunktionen sind mit der Laplace-Transformation und mit dem Finite-
Differenzen-Verfahren berechnet worden. Im Rahmen der Zeichengenauigkeit kénnen
die beiden Losungen in Abb. 7.9 nicht unterschieden werden. Da die beiden Losungs-

methoden v6llig unabhingig voneinander sind und eine zufillige Ubereinstimmung un-
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Abb. 7.9. Systemantwort auf eine Schwankung der Eintrittstemperatur des Hauptstroms
I. a) Kreuzstrom mit quervermischtem Umlaufstrom, b) Kreuzstrom mit quervermischten

Hauptstromen, c) Gegenstrom. Links Ubergangsfunktionen, rechts Frequenzgénge. Der Ab-
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stand zwischen den markierten dimensionslosen Kreisfrequenzen betrigt AQ = 2m/50.




Tabelle 7.2. Plausibilitit der Temperaturverliufe und Frequenzginge in Abb. 7.9. Es sind

7

Zahlenwerte fir 6, ,,;

; angegeben.
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Anhang A | Endwertsatz H;faafslﬁe B;Zi:sl,)ff /
T — 00 T — 00 (r =300) | (r = 300)
Kreuzstrom,
Umlaufstrom | 0,496894 0,496894 0,495107 | 0,495100
quervermischt
Kreuzstrom,
Hauptstréme | 0,546977 0,546977 0,545965 | 0,546176
quervermischt
Gegenstrom 0,568565 0,568565 0,567515 | 0,567831
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wahrscheinlich ist, wird hierdurch die Zuverlassigkeit beider Losungsmethoden bestétigt.

Mit dem Finite-Differenzenverfahren wurde bis 7 = 300 mit einer Zeitschrittweite von
AT = 0,0244141 gerechnet. Dies entspricht 12288 Zeitschritten. In Tab. 7.2 sind die
Zahlenwerte der AusgangsgroBe bei 7 = 300 fiir beide Lésungmethoden angegeben. Die

Ergebnisse stimmen auf drei Dezimalstellen iiberein.

Aufgrund der dargestellten Ubereinstimmungen sind die Rechenergebnisse plausibel.

Auch die Ergebnisse der folgenden Beispiele sind auf diese Weise iiberpriift worden.

7.3.2 Schwankung der dimensionslosen Eintrittstemperatur des

Hauptstroms II als Eingangsgrofle
In Abb. 7.10 sind die Systemantworten auf die Eingangsgrofie 9'1151-“ ;1 dargestellt. Die
stationiren Endwerte sind in Tab. 7.3 angegeben.

Tabelle 7.3. Stationire Endwerte der Ausgangsgrofie 0'1,(1“5 ;7 bei einem Einheitssprung der

Schwankung der dimensionslosen Eintrittstemperatur des Haupstroms II, Abb. 7.10.

all,ausII(T — o0)

Kreuzstrom,

Umlaufstrom 0,503
quervermischt

Kreuzstrom,

Hauptstrome 0,453
quervermischt

Gegenstrom 0,431

Die Anwendung des Anfangswertsatzes 7.40 ergibt, daf§ die Ubergangsfunktionen fiir
alle drei Systeme zum Zeitpunkt 7 = 0 den Wert 9'1,(1”8” = exp(—8) haben. Der Fre-
quenzgang miindet fiir  — co daher nicht in den Ursprung. Das Ausgangssignal be-

sitzt eine endliche Amplitude, wenn die Frequenz des Eingangssignals gegen unendlich

geht.
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Abb. 7.10. Systemantwort auf eine Schwankung der Eintrittstemperatur des Hauptstroms
II. a) Kreuzstrom mit quervermischtem Umlaufstrom, b) Kreuzstrom mit quervermischten
Hauptstromen, ¢) Gegenstrom. Links Ubergangsfunktionen, rechts Frequenzginge. Der Ab-

stand zwischen den markierten dimensionslosen Kreisfrequenzen betrigt AQ = 27/50.
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Physikalisch realisierbare Systeme besitzen immer eine Trigheit, so dafi das System
bei sehr hohen Frequenzen nicht mehr folgen kann und schlielich bei 2 — co in Ruhe
verharrt [44]. Bei mechanischen Systemen beruht die Tragheit gegeniiber Geschwindig-
keitsinderungen auf der Masse, bei den Fluiden in den Warmeiibertragern beruht die

Tragheit gegeniiber Temperaturdnderungen auf den Wérmekapazitéten.

Beim Gasstrom ist der dimensionslose Parameter «; gleich null gesetzt worden. Er 1afit

sich nach Gl. 4.73 darstellen als

X1 tu1
= ——= 7.51
K1 w1 tp t5 ( )

oder
_ X l _ XglAqlc,,l _ Cl

(7.52)

K1

T witg witpo1ApCp WltB'
Die Gln. 7.51 und 7.52 zeigen, daB eine Vernachléssigung der Verweilzeit des Gasstroms
im stationdren Ausgangszustand gleichbedeutend ist mit einer Vernachldssigung der
Wirmekapazitit des Gases, das sich in dem Strémungskanal befindet. Daher verhalt

es sich trigheitslos beziiglich aufgeprégter Temperaturdnderungen.

7.3.3 Schwankung des Massenstroms des Hauptstroms I als

Eingangsgrofie

In Abb. 7.11 sind die Systemantworten auf die Eingangsgréfie oy; dargestellt. Beim
Auftreten von Massenstromschwankungen liefern exakte und linearisierte Energieglei-

chungen unterschiedliche Sprungantworten.

Der Frequenzgang 148t sich nur fiir die linearisierten Energiegleichungen ermitteln und

ist daher nur fiir kleine Amplituden der Massenstromschwingungen giiltig.

In Abb. 7.11 sind auf der linken Seite nicht die Ubergangsfunktionen dargestellt, son-

dern die Systemantworten auf einen Massenstromabfall mit
oy =-02 7>0. (7.53)

Einen Einheitssprung des Massenstroms im Zusammenhang mit den linearisierten Ener-
giegleichungen zu untersuchen, ist physikalisch nicht sinnvoll, da die linearisierten Ener-

giegleichungen nur fiir kleine Massenstromschwankungen giiltig sind.

Die Ausgangsgrofie 8] ,,,;; beginnt erst bei 7 = 10 abzufallen, da die eingebrach-

te Storung erst durch die Verbindungsleitung zum Wérmeiibertrager II transportiert
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Abb. 7.11. Systemantwort auf eine Schwankung des Massenstroms des Hauptstroms I. a)
Kreuzstrom mit quervermischtem Umlaufstrom, b) Kreuzstrom mit quervermischten Haupt-
stréomen, c¢) Gegenstrom. Links Sprungantworten (die Lésung der exakten Energiegleichungen
ist durchgezogen, die der linearisierten Energiegleichungen gestrichelt), rechts Frequenzginge.

Der Abstand zwischen den markierten dimensionslosen Kreisfrequenzen betrigt A2 = 27/50.
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werden muf}, Abb. 4.4. Fiir grofie Zeiten bildet sich ein neuer stationérer Zustand aus.
Die Losung der linearisierten Energiegleichungen stimmt fiir kleine Zeiten, 7 < 40, mit
der Lésung der exakten Energiegleichungen gut iiberein. Die spateren Kurvenverldufe
und die neuen stationdren Endwerte der beiden Loésungen weichen jedoch voneinander

ab, Tab. 7.4.

Tabelle 7.4. Vergleich der stationiren Endwerte fiir die exakten und fiir die linearisier-
ten Energiégleichungen bei einem Massenstromabfall des Hauptstroms I mit o1y = —0,2,

Abb. 7.11.

9,1?535}1(7 — 00) | §fsrr(T = 00)

Kreuzstrom,

Umlaufstrom -0,0546555 -0,0490650
quervermischt

Kreuzstrom,

Hauptstrome -0,0630291 -0,0562606
quervermischt

Gegenstrom -0,0703658 -0,0640787

Auffillig ist die Ahnlichkeit der Frequenzginge fiir die Massenstromschwankung des
Hauptstroms I, Abb. 7.11, mit den Frequenzgéingen fiir die Schwankung der Eintritts-
temperatur des Hauptstroms I, Abb. 7.9. Beide Eingangsgréfien haben qualitativ die

gleiche Auswirkung auf das Ausgangssignal.

7.3.4 Schwankung des Massenstroms des Hauptstroms II als

Eingangsgrofle

In Abb. 7.12 sind die Systemantworten auf das Eingangssignal o1;; dargestellt. Auf

der linken Seite ist die Sprungantwort auf einen Massenstromabfall mit o177 = —0,2

dargestellt.

Auffillig ist wie in Abschnitt 7.3.3 die Ahnlichkeit der Frequenzginge fiir die Mas-
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Abb. 7.12. Systemantwort auf eine Schwankung des Massenstroms des Haupstroms II. a)
Kreuzstrom mit quervermischtem Umlaufstrom, b) Kreuzstrom mit quervermischten Haupt-
stromen, c¢) Gegenstrom. Links Sprungantworten (die Losung der exakten Energiegleichungen
ist durchgezogen, die der linearisierten Energiegleichungen gestrichelt), rechts Frequenzgénge.

Der Abstand zwischen den markierten dimensionslosen Kreisfrequenzen betriagt AQ = 27/50.
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Tabelle 7.5. Vergleich der Anfangswerte fiir die exakten und fiir die linearisierten Energie-

gleichungen bei einem Massenstromabfall des Hauptstroms II mit o177 = -0, 2.

’133?;1(7' =0) 9111,%511(7 =0)

Kreuzstrom,
Umlaufstrom | 8,45361-10~° | 8,55302-107°

quervermischt

Kreuzstrom,
Hauptstrome | 6,25816 - 107* | 5,89289 - 10~*

quervermischt

Gegenstrom | 2,33630-10~* | 2,26702- 10~

senstromschwankung des Hauptstroms II, Abb. 7.12, mit den Frequenzgéngen fiir die

Schwankung der Eintrittstemperatur des Hauptstroms II, Abb. 7.10.

Der Verlauf von G'LWS“ beginnt mit einem Sprung, der auf die Modellierung des Gas-
stroms zuriickzufithren ist, Abschnitt 7.3.2. Dieser Sprung ist im Rahmen der Zeichen-
genauigkeit in den Sprungantworten nicht erkennbar, Abb. 7.12. Im Gegensatz zum
Abschnitt 7.3.2 sind die Spriinge von 6/ ,,,;; bei 7 = 0 fiir alle Stromfiihrungen ver-
schieden groB. Zusitzlich muf zwischen linearisierten und exakten Energiegleichungen

unterschieden werden, Tab. 7.5

Fiir die Endwerte liefern exakte und linearisierte Energiegleichungen ebenfalls unter-

schiedliche Zahlenwerte. Diese sind in Tab. 7.6 zusammengestellt.

7.3.5 Schwankung des Massenstroms des umlaufenden Fluids

als Eingangsgrofie

In Abb. 7.13 sind die Systemantworten auf die Eingangsgrofie o, dargestellt. Auf der

linken Seite ist die Sprungantwort auf einen Massenstromabfall mit o2 = —0,2 darge-

stellt.

Wie Abb. 7.13 zeigt, schwingt die Ausgangsgrofie GIMM ;; mit fallender Amplitude, bis
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Tabelle 7.6. Vergleich der stationiren Endwerte fiir die exakten und fiir die linearisier-

ten Energiegleichungen bei einem Massenstromabfall des Hauptstroms II mit o,;; = —0.2,
Abb. 7.10.

ekt (T — 00) glll,l;znusII(T — 00)

lLausII
Kreuzstrom,

Umlaufstrom 0,0558390 0,0503138
quervermischt

Kreuzstrom,

Hauptstréme 0, 0579201 0,0531349
quervermischt

Gegenstrom 0,0541513 0,0496343




b}
9 1,aus 11

a) 0,03
0,02
0,01
0,00
-0,01

b) 0,03
0,02
0,01
0,00

-0,01

MITTETI IR SUETI SUTTI NN

0,2

0,2

0,0

ITITEYTS ITETIETTIBTITI Y

-0,2

o

c) 0,03
0,02
0,01
0,00

-0,01

ploe sl

- 109 -

N g

. 0,10 =

] i0=0/

] 0,05 \/

5 om0 3

] / -0,05 3 K/

3 -0,10 3

E E \

S ———— ——
000 025 0,50 0,0 0.1

] 0,025

] 0,000 3

El ) 0,025 3

: 0,050

J -

T I T 1 71 | L] T 1 L] I T T 1
000 025 050

1 e 4

1 0,05 3 ( //_\

1@ E Q:O\\K\_)

. -0,05 \

] -0,10 3
S M —
000 025 050 -0,1 0.0

R R

Abb. 7.13. Systemantwort auf eine Schwankung des Massenstroms des Umlaufstroms. a)

Kreuzstrom mit quervermischtem Umlaufstrom, b) Kreuzstrom mit quervermischten Haupt-

stromen, ¢) Gegenstrom. Links Sprungantworten (die Losung der exakten Energiegleichungen

ist durchgezogen, die der linearisierten Energiegleichungen gestrichelt), Mitte und rechts Fre-

quenzgange. Der Abstand zwischen den markierten dimensionslosen Kreisfrequenzen betrigt

AQ = 27 /50.
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Tabelle 7.7. Vergleich der stationdren Endwerte fiir die exakten und fiir die linearisierten
Energiegleichungen bei einem Massenstromabfall des umlaufenden Fluids mit oy = —0,2,
Abb. 7.13.

,1623f;1(7 — 00) 9'1[,?11511(7' — 00)

Kreuzstrom
Umlaufstrom -0,00154227 -0,00110672

quervermischt

Kreuzstrom
Hauptstrome +0,00346866 +0,00432710

quervermischt

Gegenstrom +0,0190972 +0,0150339

ein neuer stationdrer Zustand erreicht wird. Eine Temperaturschwingung, die durch
einen Massenstromsprung induziert wird, existiert nicht fiir Einzelapparate. die in die-
ser Arbeit betrachtet werden. Die Periodendauer der abklingenden Schwingung wird
von der Zeit beeinfluffit, die das Fluid 2 nach dem Massenstromsprung pro Umlauf

benétigt, und von den Wiarmekapazititen im System, Abschnitt 7.1.

Ein weiterer Effekt, der schon bei der stationdren Untersuchung vorgestellt worden ist.
zeigt sich, wenn man die stationiren Endwerte von 6’1'%5” betrachtet, Tab. 7.7. Der
stationdre Endwert der Ausgangsgréfie beim Gegenstrom und beim einseitig querver-
mischten Kreuzstrom mit quervermischten Hauptstromen hat ein positives Vorzeichen,
wihrend er beim Kreuzstrom mit quervermischtem Umlaufstrom ein negatives Vorzei-
chen hat. Ob sich die Temperaturdnderung des Hauptstroms bei einem Massenstromab-
fall vergroBert oder verkleinert, hdngt von der Lage des stationdren Ausgangszustands

und von der Stromfiihrung in den Einzelapparaten ab, Abschnitt 2.4.

In Abb. 7.13 sind die Extrema der Kurven, die mit den exakten Energiegleichungen
berechnet worden sind, und derjenigen, die mit den linearisierten Energiegleichungen
berechnet worden sind, zeitlich verschoben. Hierin zeigt sich ein wichtiger physikalischer

Unterschied zwischen den exakten und den linearisierten Energiegleichungen.
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Tabelle 7.8. Dimensionslose von Informationen in

Ausbreitungsgeschwindigkeiten
Stromungsrichtung des Umlaufstroms fiir die exakten und die linearisierten Energie-

gleichungen in den verschiedenen Untersystemen.

Untersystem linearisierte exakte
Energiegleichungen | Energiegleichungen

Kreuzstrom 4 L 1toa(r)
T KoM KoM

Gegenstrom % -1 — Ltoa(r)
T KaMm KoM

Rohrstrom d_gﬂi ; _I_M
dr KoM KoM

Stérungen, die in das Umlaufsystem eingebracht werden, breiten sich in Strémungs-
richtung mit der Strémungsgeschwindigkeit des umlaufenden Fluids aus. Diese physi-
kalische Tatsache wird im Fall von Massenstromschwankungen nur von den exakten

Energiegleichungen richtig wiedergegeben.

Um dies zu zeigen, werden die Charakteristiken der exakten und linearisierten Ener-
giegleichungen, die beide vom hyperbolischen Typ sind, analysiert [35]. Die dimensi-
onslosen Ausbreitungsgeschwindigkeiten von Informationen in Stromungsrichtung des

umlaufenden Fluids sind fiir die einzelnen Untersysteme in Tab. 7.8 zusammengestellt.

Um zu erkennen, ob die dimensionslosen Ausbreitungsgeschwindigkeiten in den Ener-
giegleichungen den wahren Ausbreitungsgeschwindigkeiten entsprechen, werden die

Ausdriicke in Tab. 7.8 dimensionsbehaftet dargestellt.

Beispielsweise gilt fiir den Kreuzstrom-Wiarmeiibertrager, wenn die linearisierten Ener-

giegleichungen verwendet werden, Tab. 7.8:

dow 1 (7.54)

dr Kom

thy 1

tsdy - 7.55
Y& | tewm/ts (7.55)
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d
= -d—ltl' = 1Wop = const. (756)

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit nach Gl. 7.56 ist falsch. Stérungen breiten sich immer
mit der Strémungsgeschwindigkeit des stationiren Ausgangszustands aus, auch wenn

sich die Strémungsgeschwindigkeit mit der Zeit dndert.

Wenn die exakten Energiegleichungen fiir den Kreuzstrom-Warmeiibertrager verwen-
det werden, gilt nach Tab. 7.8:

dny 1+o0, _
—_— = 7.57
dT Kopar (‘ 0 )
wo ()
.tﬁd_y - }_j___iﬂ_v_ (7.38)
Y dt tvant/te
dy _ , .
= E(t) = W + w?M(t)' (1.09)

Ausbreitungsgeschwindigkeit von Informationen und Strémungsgeschwindigkeit stim-

men nach Gl. 7.59 iiberein.

Nach dem Massenstromabfall des Umlaufstroms sind die richtigen Ausbreitungsge-
schwindigkeiten der exakten Energiegleichungen kleiner als die falschen der linearisier-
ten Energiegleichungen, Tab. 7.8. Dies erklart die Phasenverschiebung in Abb. 7.13.
Die Extrema erscheinen bei den linearisierten Energiegleichungen zu friih, da sie sich

zu schnell ausbreiten.

7.3.6 Pulsierender Massenstrom grofler Amplitude

Wenn die Massenstromschwankungen nicht mehr sprungférmig zum Zeitpunkt 7 = 0
sind, muf} das Finite-Differenzen-Verfahren verwendet werden, um die exakten Ener-

giegleichungen zu lsen.
In diesem Abschnitt werden die Systemantworten auf einen pulsierenden Umlaufstrom
mit )
K
= in ([ — 7.60

o9 0,651n(227) (7.60)
als Eingangsgrofie berechnet.
In Abb. 7.14 ist der zeitliche Verlauf der Ausgangsgrofie fiir zwei gekoppelte Gegenstrom-

Wirmeiibertrager dargestellt. Nach einem Einschwingvorgang ergeben sich wieder pe-

riodische Ausgangssignale. Zusitzlich ist die Losung der linearisierten Energiegleichun-
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Abb. 7.14. Systemantwort (Gegenstrom) auf eine sinusformige Schwankung des Umlauf-
stroms nach Gl. 7.60. Die Lésung der exakten Energiegleichungen ist durchgezogen, und die

der linearisierten Energiegleichungen ist gestrichelt dargestellt.
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Abb. 7.15. Systemantwort auf eine sinusformige Schwankung des Massenstroms des Um-
laufstroms nach Gl. 7.60. a) Kreuzstrom mit quervermischtem Umlaufstrom, b) Kreuzstrom
mit quervermischten Hauptstromen, ¢) Gegenstrom. Links: Zeitlicher Verlauf der Schwan-
kungen der dimensionslosen Austrittstemperatur des Hauptstroms II (die exakte Losung ist
durchgezogen, und die linearisierte Losung gestrichelt dargestellt). Rechts: Fourieranalyse.
Die Fourierkoeffizienten apg, sind durch Kreise gekennzeichnet und die Fourierkoeffizienten

broy durch Dreiecke.
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gen eingetragen. Trotz der grofen Massenstromschwankung stimmt die linearisierte

Losung mit der exakten Losung gut liberein.

Die Ausgangssignale im eingeschwungenen Zustand sind in Abb. 7.15 fiir alle drei
Systeme dargestellt. Im rechten Teil der Abbildung ist die Fourieranalyse des mit den
exakten Energiegleichungen berechneten Ausgangssignals dargestellt [42]. Mit den Fou-

rierkoeffizienten ape, und bpe, gilt fiir das exakte Ausgangssignal

T T

, 1 nFou—1 cos 2wl sin 27l

01 ausr1(7) = 3%Fou0 + ; AFou,l nF:TF"" + bFou,l# +
§apou,% cos T A:Fou. (7.61)
Als Parameter fiir die Fourieranalyse wurde in Gl. 7.61
Npow = 22 = 4096, (7.62)
ATFoy 1%28 = 0.0322266 (7.63)

gewahlt.

Wihrend die Losung der linearisierten Energiegleichungen im eingeschwungenen Zu-
stand mit der dimensionslosen Kreisfrequenz des Eingangssignals 2 = g—g um den
Mittelwert Null schwingt, schwingt die Losung der exakten Energiegleichungen mit der
Grundfrequenz 2 = 3—72', der jedoch ganzzahlige Vielfache dieser Frequenz iiberlagert

sind, Abb. 7.15.

Tabelle 7.9. Zahlenwerte fiir den Fourierkoeffizienten apgy 0.

%aFou,o
Kreustrom,
Umlaufstrom | -0,0124377
quervermischt
Kreuzstrom,
Hauptstrome | -0,0110430
quervermischt
Gegenstrom | -0,0140313
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Entscheidend ist, daf$ die Schwingung nicht um den Mittelwert Null erfolgt. wie der
Fourierkoeffizient ar,, o zeigt, Tab. 7.9.

Ein pulsierender Umlaufstrom bewirkt eine Verinderung des zeitlich gemittelten Wir-
melibertragungsverhaltens des Gesamtsystems. Diesen Sachverhalt geben die lineari-

sierten Energiegleichungen nicht wieder.
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8 Zusammenfassung

Fiir den stationiren Betrieb eines Systems, das aus zwei Wirmeiibertragern besteht, die
durch einen umlaufenden Fluidstrom gekoppelt sind, gibt es einen optimalen Wert fiir
die GroBe des Wirmekapazititsstroms des umlaufenden Fluids. Wenn das System mit
diesem betrieben wird, erzielt man die gréfitmoglichen Temperaturdnderungen bei vor-
gegebenen Eintrittstemperaturen und Warmekapazitatsstrémen beider Hauptstréme.
Von besonderem Interesse sind die Fille, in denen der Wert des optimalen Wérme-
kapazititsstroms des umlaufenden Fluids endlich ist. Werden zwei Apparate mit der
gleichen Stromfiihrung zusammengeschaltet, ist fiir den Gegenstrom die Existenz eines
endlichen Wertes fiir den optimalen Umlaufstrom bereits bekannt [12] [10] [11]; er wur-
de fiir den Fall konstanter Wiarmedurchgangskoeffizienten von Roetzel [11] berechnet.
In der vorliegenden Arbeit wird die Existenz eines endlichen Wertes fiir den optimalen
Umlaufstrom auch fiir den einseitig quervermischten Kreuzstrom mit quervermischten
Hauptstromen und den reinen Kreuzstrom nachgewiesen. Fiir den einseitig querver-
mischten Kreuzstrom mit quervermischtem Umlaufstrom ist der optimale Umlaufstrom
unendlich grof§ [10].

Bei der Ermittlung des Optimums werden drei Fille fiir die Warmedurchgangsko-
effizienten der beiden Warmeiibertrager unterschieden, und zwar der Fall unendlich
groffer Wirmedurchgangskoeffizienten, der Fall konstanter Wirmedurchgangskoeffizi-
enten und der Fall, daf die Wirmedurchgangskoeffizienten von der Grée des Umlauf-

stroms abhéngig sind.

Aufbauend auf den bekannten Verfahren, die fiir den Fall konstanter Warmedurch-
gangskoeffizienten existieren [10] [11], wurde ein Verfahren fiir den Fall entwickelt, daf
die Warmedurchgangskoeffizienten von der Gréfie des Umlaufstroms abhingig sind.

Als Beispiel wurden zwei gekoppelte Rippenrohrwirmeiibertrager berechnet.

Fiir den Fall, daB§ zwei identische Warmeiibertrager gekoppelt sind und mit gleich
groBen Wirmekapazititsstromen der Hauptstréme betrieben werden, wird sowohl fiir
konstante als auch von der GréSe des Umlaufstroms abhéngige Warmedurchgangsko-
effizienten ein grafisches Verfahren fiir die Optimumsuche vorgeschlagen. Es beruht auf

den hier eingefithrten Hohenlinienbildern, die jeweils fiir eine Stromfiihrung giiltig sind
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und daher auch nur einmal fiir eine Stromfiihrung berechnet werden miissen. In diese
werden dann die Betriebscharakteristiken der Wéarmeiibertrager eingezeichnet, um das
Optimum zu bestimmen. Die grafische Ermittlung des Optimums ist sehr anschaulich

und umgeht die Extremwertrechnung.

Um das instationdre Verhalten von zwei gekoppelten Wirmeiibertragern. die durch
einen umlaufenden Fluidstrom gekoppelt sind, zu untersuchen, werden zunichst die
interessierenden Eingangs- und Ausgangsgrofien des Systems bestimmt. Die fiinf Ein-
gangsgrofien sind die Schwankungen der Eintrittstemperaturen der beiden Hauptstrome
sowie die Schwankungen der Massenstréme der beiden Hauptstréme und des Umlauf-
stroms. Die Ausgangsgrofien sind die Schwankungen der Austrittstemperaturen der

beiden Hauptstrome.

Um die Gleichungen fiir die Berechnung der Temperaturfelder der Fluide herzulei-

ten, wurde die allgemeine Energiegleichung, die in jedem Punkt eines Strémungsfeldes
gilt, rdumlich integriert. Dabei sind die lokalen Wirmeiibergangskoeffizienten und die
adiabate Mischtemperatur eingefiihrt worden. Diese Herleitung zeigt, wie wichtige In-
formationen iiber die Temperaturfelder, die man berechnen will, auf die Kenntnis des
Wirmeiibergangskoeffzienten verlagert werden. Das Ergebnis sind partielle Differenti-
algleichungen fiir die Felder der adiabaten Mischtemperatur der Fluide. Die partiellen
Differentialgleichungen fiir die Temperaturfelder der Winde werden mit dem ersten
Hauptsatz hergeleitet. In den partiellen Differentialgleichungen werden die Gesamt-
groflen in einen stationdren Ausgangswert und eine Schwankungsgréfie zerlegt. Das
Ergebnis sind partielle Differentialgleichungen fiir die Temperaturschwankungen. Sie
werden exakte Energiegleichungen genannt. Wenn die exakten Energiegleichungen um
den stationdren Ausgangszustand linearisiert werden, gelten sie nur fiir kleine Schwan-
kungsgrofien. Sie haben sich mathematisch aber erheblich vereinfacht. da sie konstante

Koeffizienten besitzen.

Nachdem die Anfangs-, Rand- und Kopplungsbedingungen formuliert worden sind,
werden die Gleichungen mit der Laplace-Transformation und dem Finite-Differenzen—
Verfahren gelost. Die exakten Gleichungen lassen sich mit dem Finite-Differenzen-
Verfahren immer 16sen, mit der Laplace-Transformation aber nur, wenn sich die Mas-
senstrome zu Prozefibeginn sprungférmig éndern oder wenn keine Massenstromschwan-

kungen auftreten.

Will man mit der Laplace-Transformation Prozesse berechnen, bei denen beliebige
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Massenstromschwankungen auftreten, miissen die linearisierten Energiegleichungen ge-

16st werden, d.h. die Massenstromschwankungen miissen klein sein.

Bei der Laplace-Transformation wird der numerische Algorithmus von Honig [39] fiir
die Riicktransformation in den Zeitbereich verwendet. Dieser Algorithmus hat sich im
Rahmen dieser Arbeit bewihrt. Er ist robust gegeniiber extremen Parametern, wie
sie bei Warmeiibertragern vorliegen, in denen Wérme von einem Gasstrom an einen

Fliissigkeitsstrom tibertragen wird.

Beim Finite-Differenzen—Verfahren wird im Fall von Massenstromschwankungen fiir
jeden Zeitschritt ein neues Rechennetz erzeugt, und beim Gegenstrom-Wérmeiiber-
trager wird in jedem Zeitschritt gleichzeitig auf zwei Netzen gerechnet. Dies hat seine
Ursache darin, daB sich Informationen im System in Strémungsrichtung der Fluide mit
der Stromungsgeschwindigkeit ausbreiten. Um numerische Dispersion und numerische
Dampfung zu minimieren, muf} diese Tatsache bei der Netzgenerierung berticksichtigt
werden. Dazu wurde ein Kriterium hergeleitet, das die Ortsdiskretisierung in Abhéngig-

keit von der Zeitschrittweite fiir jeden Zeitschritt festlegt.

Aufgrund der inneren Zirkulation besitzt das gekoppelte System grundsétzlich andere
Eigenschaften als die Einzelapparate, aus denen es zusammengesetzt ist. Dies zeigt
sich am deutlichsten an den Beispielen, in denen der Massenstrom des umlaufenden
Fluids sprungformig abfillt. Die Austrittstemperaturen schwingen in diesem Fall mit
fallender Amplitude, bis ein neuer stationdrer Zustand erreicht wird. Eine Tempera-
turschwingung, die durch einen Massenstromabfall induziert wird, existiert nicht fiir

die Einzelapparate, die hier behandelt worden sind.
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A Stationdrer Ausgangszustand

Erlduterungen zu diesem Anhang finden sich in Abschnitt 4.11.

Die verwendeten dimensionslosen Kenngrofien sind folgendermafien definiert:

=

i} G A Win .
Ny = L2 Rop = = 2, Ring = M it M= 1,11

Win Win W,

_ oy A
Nopg = BME2M it M =1,1I,7 1.

W?M

A.1 Einseitig quervermischter Kreuzstrom (Hauptstrom un-

vermischt, Umlaufstrom quervermischt )

Energiegleichungen
Hauptstrom: )

_%w (Bins — Owar) =0

Bnr im{0im — Owm
Umlaufstrom: i
_ 1_
3 M Nom(Game "/ Bwrdéar) = 0
Ur% 0

wirmeiibertragende Wand:

NLMB_IM + ]\:[2MR2,1M0_2M
Nipe + NopRoam

HH/ M=

Randbedingungen

Oipi(Eas = 0,mp1) = Biginnr
Oort(Mar =0) = Opeinn

(A.3)
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Abkiirzungen
Nias Nope Ro i
NTU. = — — . A6
M Nim + NopRo i (4.6)
_ 1 ~NTUyn
k)oyng = nglM (1 — € ) (A?)
Temperaturfelder
Orm (Enry ) = (1 - G—NTUleM) Oans (Mar) + e NTUwlMy, v (A.8)
Bane (mar) = (1 - €_k°‘2°M"M) Ot einnr + €702 0y in oy (A9)
Austrittstemperaturen
gl,aus]ﬂ = / é fM =1 nM)an (_\10)
= [ 21M 1 - e—koqu)] 91 ein M + RQ 1M(]- —€ kOZqVI)02 ean(A 11)
9_2,aus M = ( ko, 2".{M)gl ein M + e—ko 2qM92 etn M (A12)

A.2 Einseitig quervermischter Kreuzstrom (Hauptstrom quer-

vermischt, Umlaufstrom unvermischt)

Energiegleichungen
Hauptstrom: .
O 5@ —/19 dnag) = 0 (A.13)
A€t % = | OWM ) = -
Umlaufstrom: _
a0 - -
- a 2M e NQM(HQM - 9WM) =0 (A14)
M

Wéirmeiibértragende Wand:

Nimbins + ]\:IQMRZ,IM@QM
Nia + NopRoom

Gwas = (A.15)
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Randbedingungen

O (e =0) = 0y ginar

Oon (Errsmr = 0) = By eimns

Abkiirzungen
NIMNWU'R? 1M
NTU = —= sG]
M Nist + Nopg Ro e
“NTUj
kojgm = Roam (1 —e R )

Temperaturfelder

Or1ar(Enr) = (1 — e7Roam&)d, opy + eForam& g o

NTU NTU,
o AM M onas

_ _ Lo _NTUjag o
Oorr (Errsar) = (1 — e Roam W)91M(§M) +e R U0y inng

Austrittstemperaturen

g_l,aus = 9_1M(§M=1)

= (1= e F01M)fy ginpg + e7F00M Gy irpy

_ 1 _
Braus = /0 Bons (Enry s = 1)dEns

1 _
= [1 - (1 — e *019M)] By cinnr +

RZ,I}W RZ,II\I

A.3 Gegenstrom

Energiegleichungen

Hauptstrom:

- NlM(glM - éwm) =0

(A.18)

(A.19)

(A.22)
(A.23)
(A.24)

(1 - e—ko"q‘")élvein}u (A25)

(A.26)
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Umlaufstrom: _
dfanr

— Nop(Oz2nr — Owar) =0 (A.27)
dém

wirmeiibertragende Wand:

NineOrnr + Noat Ro1aibons

s = Niy + NoygRoum (4.28)
Randbedingungen
Oin(Ew =0) = Oieinm (A.29)
Oore(Ew =1) = Oyeinn (A.30)
Abkiirzungen
NTUyy = éﬁﬁ%ﬁ%ﬁ& (A.31)
host = (Rign — )NTUpy (A.32)
Temperaturfelder fiir R; oy # 1
Fua(r) = B g L s (A9
Buo(e) = A2 Py LT g (A3)

Austrittstemperaturen fiir Rjqy # 1

Orousm = bim(énr =1) (A.35)
(1= Ryu)et™ - 1—ehov

1 _ Rl 2M€h0M l,einM + i_—-,Rl’QJ\/[__tﬁ_%—MQQ’einM (A36)

g2,ausM = 92M(€M = 0) (.Av?)?)
R 1 — ehonm) - 1-R -

1’2M( )el,einM + L2 02,einM (A38)

1 — Ry opehom 1 — Ry aprehom
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Temperaturfelder fiir Ry =1

- 1+ NTUyp — NTUpéus = NTU mém 5

O (Em) = 1+ NTUos, 1,einM + I:m02,einlt[
5 _ NTUp — NTUpéyr 5 1+ NTUmém 5

Oont (Enr) = —_—

Austrittstemperaturen fiir Ry o) =

Orausm = Oip(épr = 1)
1 _

Orausnr = Bopg(Exr = 0)
NTU\my =

= 0 einm +

14+ NTUm

A.4 Verbindungsleitung

9 .
1+ NTU]M LeinM +

[
1+NTU1M 2,einM

1

NTUny -

e/ einM + ——————— g en
1+ NTUpy "™ T T NTUy, 2o

1+NTU1M 2,einhf

=0

92,einM

Energiegleichungen
Umlaufstrom: _

_d92M

dCm
Rohrwand:
Oars — O =0
Randbedingung
é?M(CM =0)=
Temperaturfelder
21 (Cn) =

Ownr(Cy) =

92,ein M

92,einM

(A.39)

(A.40)

(A.47)
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A.5 Kopplung
Die Gleichungen gelten fiir
él,einl =1
e_l,einll = 0.
9—2,einl
Gegenstrom
Rior Ry o

#1 #1

Rior(1—e"01)(1-Ry 211)

(1=Ryore™00)(1=Ry zrret0i1)—(1-Ry 21 )(1~Ri1,2r1)

£1 =1

Ry or(1—ehor)
(I=Ry ™) (1+NTU ;) —(1— Ry 21)

NTUy1(1~Ry211)
(I+NTU ) (1=Ryr1€™011)—(1-R; 211)

NTU;
NTU”NTU111+NTU1]+NTU11]

Kreuzstrom

Umlaufstrom quervermischt

e~ k0,2¢171 (e_k0,2q1 _ 1)

o~ (%0,2¢1TF0,2911) _1

1—e~ k0,191 ( _l_e—k0,1q11>

.. . Ry 11 Ro 11
Hauptstréme quervermischt e oL Fotel s Fouall e Foal]
Roar  Roag Ry 111 Ry 111
62,ein11
Gegenstrom
Riar Ry

£1 £1

Ry pr(1—€"0I)(1-Ry 2rretoll)

(1—Ry p7€™01)(1—Ry ar7€™011)—(1—Ry 21)(1~Ri1.211)

#1 =1

Ryo1(1—ehol)(14+NTUys1)
(1—Ry 27€"01)(31+NTUy 1)—(1=Ri 21)

NTUy(1—Ry 2r1€h011)
(1+NTU;1)(1=Ry217€™011)—(1—Ry 211)

NTU;;(1+NTUyy)
NTU”NTU111+NTU1I+NTU1”

Kreuzstrom

Umlaufstrom quervermischt

e~ k0.2e1 1
o~ (Fo,2q7 TR0,2¢11)

Hauptstréme quervermischt

1—e”F0,1q]
Roar
1—e FO1ql ;_"Fo.lq! 1—e F0,1q11 | 1_,"%0,1q11
Roar Roar Ryarr Roars
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B Differentialgleichungen zur Berechnung der Fel-
der der dimensionslosen Temperaturschwankun-

gen

Die verwendeten dimensionslosen Parameter sind folgendermafen definiert:

- apAim oy Aim W 2
Ny = ———, NI,M( )’“ —— RQIM )
1M WIM I/I/ 1Af
!
w tyim )
om(7) = M = L mit M=11I
1M tp

= /
oM = —==——, Ny (1) = —=——

b

Wonm Woaon
!
w tyom )
02(7)=——_2MM€2M= - mit M=11Ir1l
20 tp
oy = CWIFL Wiy = CWIIK w CWTK w CHI}{
1 = ——Kur, = —=—KiI, W =——Ky, W =——Ky.
Cll Cl[[ Czr C2l

Mit den Parametern wird Gl. 4.70 in dimensionsloser Form dargestellt:
N = [(T+ou)™ 1Ny M=1I11I (B.1)
Nowy = [(1402)™" =1 Nopy M =1,11,7,1. (B.2)

Die Gleichungen B.1 und B.2 geben wieder, daf die Schwankung des Wirmeiibergangs-

koeffizienten von der Schwankung der Strémungsgeschwindigkeit abhingt.

B.1 Einseitig quervermischter Kreuzstrom (Hauptstrom un-

vermischt, Umlaufstrom quervermischt)

B.1.1 Exakte Energiegleichungen

Hauptstrom:
!

o8 = y
—(1+o1n) 8&1:,[ — (Ning + N (0ar — Oiyens)
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_ - - a0,
—(N1yr — o Ning) (b — Owne) = Fam 8ITM (B.3)
Umlaufstrom:
aeéM \/ 1 / ! /
~ (14 02) S22 — (Wans + Njag) Osas = | Buraocin)
M 0
NP 001
—(Ngps — 02 Napr) (Oorr — /0 Owmdln) = Kom 5, (B.4)
wirmeiibertragende Wand:
N1y Bras — Owae) + (Niar + Niag) (O1ar — Owae)+
00y s

Ny Roane (Oans — Owar) + (Naag + Nopp) Roame (Oopr — Owng) = wu 5 (B.5)

B.1.2 Linearisierte Energiegleichungen

Hauptstrom:
0] _ : , o i o
_ 8§1M — N (05 = Oag) — (mane — )Nt (0rar — Owar)oim = Kam alM (B.6)
y T
Umlaufstrom:
06! _ ) 1 o . -
_ 772:4” ——NQM(92M—/O O ) — (m2M_‘1)N2M(02M—/0 Owmdén)or = Kam 827-M
(B.7)

wirmeiibertragende Wand:

maneNiae(Orar — Owar) o + N (010 — Owar)+
_ o ] o 96,
mant Noas Roanr (Barr — Owar)oz + NopeRoim (030 — Owns) = wm 8v;/_M (B.8)

B.2 Einseitig quervermischter Kreuzstrom (Hauptstrom quer-

vermischt, Umlaufstrom unvermischt)

B.2.1 Exakte Gleichungen

Hauptstrom:

961
Om

_ _ 1_
—(N{M—UlMNlM)(elM—/O Owmdnn) = Kim 5 (B.9)

_ 1
—(1+ o1m) — (Nins + Nypg) (01 — /0 O ardnar)
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Umlaufstrom:

/

L) - , '
—(1+09) 8172,\1;[ — (Nant + Nopg ) (0pr — Oiyeny)

89,2 M

= (B.10)

_(NéM - O'QMNQM)(Q_ZM - 9_WM) = Ko
warmeiibertragende Wand:

NiarBing = Owar) + (Nias + Nip)(01ps — Opnr)+

Co ] . OB
NoarRaa(Oanr — Owag) + (Noy + Noypg )Ry y (030 — Oyrs) = WM% (B.11)

B.2.2 Linearisierte Gleichungen

Hauptstrom:
m%i"ll;[ = Nunr (0 - /01 Oy ardnar)
~(muar = DNur (6100 — /01 Owadnn)oiy = mzuangM (B.12)
Umlaufstrom:
*%% — Noar(O5ps = Oy ae) — (mans = 1) Nopr(Bans — Owar)oe = Kanr ag%:” (B.13)

wirmeiibertragende Wand:
mMung N (O1ar — Owar)oras + Niag (80 — Oiyps)+

_ _ _ _ 06,
manr Naar Ro 1 (Oans — Owar)og + NoprRo 1 (050 — Oyy) = w‘w#{ (B.14)

B.3 Gegenstrom

B.3.1 Exakte Energiegleichungen

Hauptstrom:

!

69 ) 7 1] / !
_(1 + Ul.’\f) ag];‘ll - (1V1A[ + NIM)(HIM - 6”'{\{)

09} v,
or

—(Niyr = o1nrNung) (Giar = Biens) = kg (B.13)
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Umlaufstrom:

60[ A7 ! !
(1 + 02) 2 (N2M + NéM)(HZM - 0WM)

m
! \7 n n 89/2]\/[
—(Nyps — 0omNong)(Oomr — Own) = Kam 5, (B.16)

wirmeiibertragende Wand:

Nipg (0106 = Owar) + (Niar + Nipg) (01ar — Owne)+
7 N n N ! ! ! ael
NopgRaane (020 — Owar) + (Noar + Napg) Rona (6opr — Owne) = wMj;:,—M(B~17)

B.3.2 Linearisierte Gleichungen

Hauptstrom:
o, o 20!
— M N (00 = Owar) — (man — V)N (O — Ownr)oim = Kim M (B.18)
0&m or
Umlaufstrom:
0y < , o o0!
M None(Ohar — Owar) — (manr — 1) Nopr(Banr — Owar) o2 = Ko 2 (B.19)
[5/3Y or

wirmeiibertragende Wand:

mine N (Brar — Ownr) o + Nune(0ar — )+

- - ~ . 09!
mant NopeRoant (Gans — Owar)oz + NoasRain (030 — Owny) = W V:M (B.20)
B.4 Verbindungsleitung
B.4.1 Exakte Energiegleichungen
Umlaufstrom:
00! _ , o0,
—(1+ 02) 224 — (Naas + Nipg) s — Oigrag) = Kane—r (B.21)
OCm or
Rohrwand:

_ ) . | 00!
(Naps + Nopg)(Ogp — Owas) = Wit 5:M (B.22)
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B.4.2 Linearisierte Energiegleichungen

Umlaufstrom: o0 %
- 8(21\1:[ - N2M(012M - ngM) = Rapm ;TM

Rohrwand: ,
00y rs
or

Noat (630 — Oy as) = wir
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C Lésung im Frequenzbereich

In den Abschnitten C.1 bis C.4 werden die Untersysteme zunéchst isoliert berechnet.

Dabei wird unterschiedlich vorgegangen:

e Bei den Kreuzstrom-Wirmeiibertragern werden die Schwankungen der Eintritts-
temperaturen des umlaufenden Fluids als Randbedingungen vorgegeben und blei-

ben zunachst unbestimmt.

e Beim Gegenstrom-Wirmeiibertrager bleibt zunéchst eine unbestimmte Konstan-

te offen.

e Bei den Verbindungsleitungen wird, wie bei den Kreuzstrom-Wirmeiibertragern,
die Schwankung der Eintrittstemperatur des umlaufenden Fluids als Randbedin-

gung vorgegeben und bleibt zunéchst unbestimmt.

In Abschnitt C.5 werden mit Hilfe der Kopplungsbedingungen Gleichungssysteme auf-
gestellt, mit denen fiir die Kreuzstrom-Wirmeiibertrager und Verbindungsleitungen
die Schwankungen der Eintrittstemperaturen des umlaufenden Fluids und fiir die Gegen-

strom-Wairmeiibertrager die unbestimmten Konstanten berechnet werden.

Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, daf§ die Gleichungen, die in den Abschnitten C.1
bis C.3 zusammengestellt sind, auch direkt fiir die Berechnung einzelner Wérmeiiber-

trager verwendet werden konnen.

Die exakten Energiegleichungen werden nur fiir den Fall transformiert, da ihre Koef-

fizienten konstant sind und daf der inhomogene Teil zeitunabhéngig ist.

C.1 Einseitig quervermischter Kreuzstrom (Hauptstrom un-

vermischt, Umlaufstrom quervermischt)

Die exakten Energiegleichungen B.3 bis B.5 lauten im Frequenzbereich fiir den Fluid-

strom 1:
a9~,1M ¥ ! n' n!
—(1+ UIM)—BﬁM — (Ninr + Nipg) (01 — war)
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Ny — oine N By — Oy 5
_(Niy — o 12”)( e~ bwu) = Ky, (C.1)

fiir den Fluidstrom 2:

aél . \] ! 0! ! Al
377212: — (Naar + Nopg) (03 ‘/0 O ardEnm)

(Njas — o2nr Noag) (Banr — [ Ow ardéng)
s

—(1 + 02)

= KQNS&,QM (C.2)

und fiir die wiarmeiibertragende Wand:

Niar(Orar = Owar) +(
-— S —
NowsRoi(O2nr — Ouenr) 4
s

Nim + N{M)(éllM - éIWM)"‘

(Nans + NéAI)R2.1(~I2M - 9—{4/1\1) = WMSé(m/- (C.3)
Die linearisierten Energiegleichungen B.6 bis B.8 lauten im Frequenzbereich fiir den
Fluidstrom 1:

3 00 s
O s

fiir den Fluidstrom 2:

— Nt (Bi0s = Oy ne) = (mang = V) Niag Buns — Owar)Giar = kanrsbl,,,  (C.4)

by o s . - - i =
- 67]2:,[ — Noas (85, —/0 O prdénr) — (mans — 1) Nops(O2r —/0 OwrmdEnr)Ga = Kanrsyy,
(C.5)
und fiir die wiarmeiibertragende Wand:
miar N (Biar = Ownr)Frime + Niae (Bpg = Oing)+
manr Noar R a1 (aas — O ar)Fa + Nong Roans (Bgpy — Ong) = warsBiyyy. (C.6)

Fiir die Berechnung in diesem Abschnitt sind die dimensionslosen Schwankungen der

Eintrittstemperaturen beider Fluidstréome als Randbedingungen vorgegeben:

0’1M (Em =0,mpm,7) = ’l,einAI(T) (C.7)
O'ZAI(nM = O)T) = 9’2,einM(T)‘ (08)

Die GIn. C.7 und C.8 lauten im Frequenzbereich:

91111(51»1:0-,771\175) = 9;,einM(S) (C'g)
élml(UM:O-S) = 9~/2,ez'n1\1(5)' (C.10)
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Die Randbedingungen fiir die Hauptstréme, Gl. C.7, sind tatsichliche Randbedingun-
gen des zusammengeschalteten Systems. Sie sind identisch mit den Gln. 4.100 und
4.101. Im Gegensatz dazu sind die Randbedingungen fiir den Umlaufstrom, Gl. C.8,
Hilfsgleichungen. Die dimensionslosen Schwankungen der Eintrittstemperaturen des
Umlaufstroms sind zunichst unbekannte Zeitfunktionen, die in Anh. C.5 explizit fiir

das zusammengeschaltete System bestimmt werden.

Aus den transformierten Energiegleichungen fiir die Fluidstrome, Gln. C.1 und C.2
bzw. C.4 und C.5, wird die dimensionslose Wandtemperatur und deren Schwankung
mit Hilfe der Gln. C.3 bzw. C.6 und A.3 eliminiert. Anschlielend werden die exakte

und die linearisierte Fassung in einer gemeinsamen Form dargestellt:

Nt

—M + aoMéllM + bOMééM = 1/)2q’1Me_NTU1MfMe—k0,2q1\177M (C.l])
m

_69;_1\,1 L o —ko,2qM im0 2

BnM + Com A 91Md§M + dOMHQM = '(Z)Qq’gMe q . (C.l.,)

Wenn das System aus den Gln. C.11 und C.12 die exakte Fassung der Energiegleichun-

gen darstellt, gilt fiir seine Parameter:

(N + Niag) [R2,1M(N2M + Nowg) + WMS] K1mS

adop = — - (013)

[NlM+N{M+R2’1M(N2M+N5M)+w1v[8] (1+0’1M) 1+oim
(Niar + Nip) Roine(Noas + Nijpy)

boyr = . (C.14)

[NlM -+ N{M + Rg,lM(NQM + NéM) + U.)MS_ (1 + UlM)
(Mim + Ning) (Nans + Noyy)

ComM = (C15)

[Nias + Niag + Raoina(Noas + Nog) +wiss| (1+02)
(N1M+N{M+CUM$)(N2M+N£M) _ Kom$
[N1M+N{M+R2,1M(N2M+N5M)+UJMS] (1+02) 1+o0;

(Nipr + N{M)R2,1M(N{MN2M — N Nin)

dOM—'—

(C.16)

YoM = (——= — l M
! { $(N1pr + NoprRom) [N1M+N{M+R2,1M(N2M+N§M) +st] (1+o1m)
(1 {M _ UIMNIM)N2MR2 1M } - —
V N : O1ein M — O2.ein C.17
s(Niar + NoagRo ) (1 + 010r) ( Lein M ™ 72 M) (C.17)
¥ (Naar + Nipr) Roane(Nip Nane — NjpyNim)
202M = T = — _ s
2 5(Niat + None Raiae) [Nung + Ny + Roane(Naas + Nig) + wprs] (1+ 02)

' goN \ _ o=NTUim ,_ _
o (Naar N o2 Non ) Naye l1—e (91,einM By M) ‘ €.18)
S(NlM +1V2MR2,11\/1)(1 +O'2) NTUipm
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Wenn das System aus den Gln. C.11 und C.12 die linearisierte Fassung der Energie-
gleichungen darstellt, gilt fiir seine Parameter:

B Nipt(NopsRoiar + wiys)

a . -~ — KipS .19
oM Nive + Moy Room + wies M (C.19)
b _ NlA:INZMR2,1M (C.20)
oM Nim + NopRo v + wies '
Cop = = ]—VIMNQM (C 21)
0 Niar + NoprRoop + wiygs ‘
(Nw + wMS)NzM
d = = = — Kop S .22
oM Nip + NomRoapr + wys M (C22)
oorns = { N2y Nopt Ra e (maneGins — MansGanr) +
RUYAEE I s = S =
! (Niar + NoasRo1ar ) (Niar + NoarRoaas + wars)
mypr — 1) Nyps Nopg Ro (06 ~ ~
(myas - )+11]\6 21}»% 2,1M w} (91,eim\1 _92‘6”1[”) (C.23)
Nin antRoim
Uag 20

B (1\711\1 + NQMRQ,IM)(NIM + NQMR2,1M + wars) B
Marr — 1)N1MN2M52M} 1 — e Nl
Nine + NopRo i NTUm

o i i
_ { Nim Ny Ry inr(mainrGiag — manrGaonr)

(él,ein M é?,ein M) . (Cz“i)

Fiir die Darstellung der Losung werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:

eaOA«l — 1 ;
X2q1M = ————— (C.25)
Qonr
b agn — e%oM + 1
X2g2M = — e ( o ) (C.26)
aom QoM
1 — e~ NTUin edoM _ 1
X293M = Vagiu ( - (C.27)
agy + NTU NTU, um Qoar
€010 = dop + CorrXag2M (C.28)
€220 = Wagam — CormX2q,3M (C.29)
€293 = —CoMX2¢,1M- (C.30)

Die Felder der dimensionslosen Temperaturschwankungen im Frequenzbereich sind
durch die Gln. C.31 und C.32 gegeben:

~ b -
Oins(Eres ey ) = % (—1 + e“°MfM) Oopr (1, 8) + (C.31)

e~ ko.2qmnn

—NTUimém aoMEM) aoar€nr é’
——————— | — € 1/)2 M +e€ 1,e1 M(S)
agprr + NTUIM ( q £

€2¢,371 (1- eszq,mﬂm) -ll,ein M(s) + (032)

9-{2.\!(77Mf3) =
€2q.171
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€2¢,2M (e—ko,qunM _ eézq,anM) + e€2a.1M M él2.ein M(s)'
€2g,1M T Ko,2qM
Die dimensionslosen Schwankungen der Austrittstemperaturen sind durch die Gln. C.33

und C.34 gegeben:

1.
’l,ausM(s) = /0 9,1M(£M=1>77M13)d77M

bonm €2g3M 1 + €29101
—_ v (_ 1+ eaoM) a4 g,
aomMm €29,1M €29,1M

_— e€2q,1M

+ eaOM:l ~l1,einM(s) +

b -1 -
l:ﬂ(_l + eaOM)%{v;f_] 9’2,ein M(s) +

aogm €2¢,1M
bOM €2q.2M 1- e~ ko.2qM ef2a1M — 1
(_1 +eaoM) q, _ +
aom €2g.1M + Ko,29M kooqm €2¢,1M
_ p—ko2qM
l1—e q Yog 1M (e—NTUIM _ e""M) (C.33)
kooqne  aom + NTUpym
n' 0! _
92,ausM(5> = 92M(77M - 173)
= D (g ) ] g (5) + P (o — e )
€2g,1M ’ €2g1M + Ko,2¢M
Cogim
€2g.1M
\6_1/_,62,61'71 M (3)
Cag,oMm
o'
= Togam + Tog2mbh ein n(8)- (C.34)

C.2 Einseitig quervermischter Kreuzstrom (Hauptstrom quer-

vermischt, Umlaufstrom unvermischt)

Die exakten Energiegleichungen B.9 bis B.11 lauten im Frequenzbereich fiir den Fluid-

strom 1:
n'

80 N 1 n! ! 0’
—(1+ o10) 8{113,4 — (Ninr + Nipg) (O1pr — /0 O rednar)

_<N1M—01MN1M>(S§1M—fo‘éwmdﬂw = mmsfly, (C39)

fiir den Fluidstrom 2:
89~12M ¥ ! o' 0!
—(1+09) Bt — (Nans + Nop) (05 — Oar)
_(Nop - oors None ) (Bans — Owar)

S

= /{IQMSé;M (C36)
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und fiir die wérmeiibertragende Wand:

Niar(@1ar = Ouag)
_ S
N R Oopr — B
oM 2,1M(82M WM) +(

+ (Niar + N{M)(élll\l - élwm)‘*

NZM + NéM)RZ,lM(é;M - éiww) = UJMSé{VM(CBT)

Die linearisierten Energiegleichungen B.12 bis B.14 lauten im Frequenzbereich fiir den
Fluidstrom 1:

aé’ ; Y, o' 1 n! N A 1 ~ ~r
- 8{1:; —Nw(gw“/o GWMan)_(mlM_1)N1M(91M_/(; Ow mdnar)Giar = K1arsO) s,
(C.38)
fiir den Fluidstrom 2:
aé"z;\]_‘? (“/ _0‘/ ) ].N (g _0" )~_‘ 9'/ (C39)
- s Noar(Oaar = Oiwag) — (manr — 1) Nong(O2ar — Ouar) G2 = Kanrsbyyy .

und fiir die wdrmeiibertragende Wand:

mine Nins(Binr — Owag)Giar + Nuag (6, — él»vM)‘*‘

monr Nons Roaae(Oanr — Owag)Ga + NQMRz,lM(ééM - é/WM) = WMSH.{"»M- (C.40)

Fiir die Berechnung in diesem Abschnitt seien die dimensionslosen Schwankungen der

Eintrittstemperaturen beider Fluidstréme als Randbedingungen vorgegeben:

9111\1(51\1:0,7) = ll,einM(T) (C.41)
Oons (Enr.mar = 0,7) = 6y inps (7). (C.42)

Die GIn. C.41 und C.42 lauten im Frequenzbereich:

~IIM(EM =0, 3) = ~Ilvem/\vl(ﬁ") (C43)
Oyps (Ensy s = 0,8) = éé,emu(s)~ (C.44)

Die Randbedingungen fiir die Hauptstrome, Gl. C.41, sind tatsichliche Randbedin-
gungen des zusammengeschalteten Systems. Sie sind identisch mit den Gln. 4.112 und
4.113. Im Gegensatz dazu sind die Randbedingungen fiir den Umlaufstrom, Gl. C.42,
Hilfsgleichungen. Die dimensionslosen Schwankungen der Eintrittstemperaturen des
Umlaufstroms sind zunichst unbekannte Zeitfunktionen, die in Anh. C.5 explizit fiir

das zusammengeschaltete System bestimmt werden.
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Aus den transformierten Energiegleichungen fiir die Fluidstréme, C.35 und C.36 bzw.
C.38 und C.39, wird die dimensionslose Wandtemperatur und deren Schwankung eli-

miniert und fiir die exakte und linearisierte Fassung in einer gemeinsamen Form dar-

gestellt: )
f . .
B 8611\];4 + aonrtip + bOM/O Bynr Qs = Wig e 0N (C.45)
g - - _NTU
- 7721\1\44 + comlipy + donrypg = rganre” oMM M e Toan . (C.46)

Wenn das System aus den Gln. C.45 und C.46 die exakte Fassung der Energiegleichun-

gen darstellt, gilt fiir seine Parameter:

by = (Nuas + Niag) Rouns (N]ar Nor = NipyNing)
1gIM = (T == - = —
! S(N1M + NQMRQJM) _N1M + N{M -+ Rg‘lM(NzM + NéM) + st] (1 + UlM)
~NTU
(N1ps — ou Niag) Nope R } 1—e f2m o - .
+ Y N : in — 6 ein C47
S(NlM + NQMRQJM)(]. -+ UIM) —NI%J;\L ( 1,ein M 2 M) ( )
Orony = { (Nans + Njar)Rouns (N]as Nars = NopyNang)
1q, = - = - —
K S(NlM + NQMRQ,U\/[) [N1M + N{M + Rg,lM(NQM + NéM) ~+ st] (1 + 0‘2)

(NéM - 02N2M)N1M } = 5
- = = 0 ein M T 6 ein : C.48
o N B (1 oz) | (Presmss = Bucini) (C.48)

Wenn das System aus den Gln. C.45 und C.46 die linearisierte Fassung der Energie-

gleichungen darstellt, gilt fiir seine Parameter:

. N2, NorsRo 1ar (minGine — mon
roim {_ _ NinNom 9,1 ( MmOim — Moy oM ) n (C.49)
(Nias + NoagRoane) (Nine + NoprRoips + wirs)
- — —-NTU
(mim - 1)N1AZN2MR2,1M51M 1—e foam (é o )
fle + N?MRZ,lM NT];%;M_ lein M 2,ein M
Droonr = {_ i Nin Ngy Roans (Mani @i — MamGom)
e (Ninr + NoarRoin ) (Nive + Noyg Ro v + wnpS)
(manr — 1) NipeNoaGom | /5 -
= - 01 einmt — G2.ein . C.50
Nim + NoyRom ( Lein M52 M> ( )

Die Parameter agys, bom, Con und dops sind mit den Gleichungen aus Anh. C.1 zu

berechnen.

Fiir die Darstellung der Losung werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:

(C.51)

edom — 1

X1glM =
dom
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corr (donr — e%0x +1 _
Xigan = o 7 (C.52)
M oM
_NTU]M
Vigam 1 —e FR2am edom _ 1 .53
X136 = dors + N0 NTU T T d (C.53)
oM Ro a1 Ryam oM
€1g101 = Goar + boarXagan (C.54)
€920 = Yiganr — bomXig3m (C.35)
€193 = —boarXigan- (C.56)

Die Felder der dimensionslosen Temperaturschwankungen sind durch die Gln. C.57 und
C.58 gegeben:

O1p(Eprrs) = a3 (1 - 6""'”"5’”) 0 oin 11 (8) + (C.57)

€1g1M

€19,2M (e-ko.lqm&w _ eflq.lMEM) + eélq,fomé; o M(S)
ein M

€191 + Ko, 1901

Corr

d_ (_1 + edOMT/M) é’l (EM, S) + (058)
0Af

~ko,19MEn1 NTU
€ 49 __LALT)M -
e Faim — elorrmag Vrgam + edorrnas 9'2 cinnr(8)-

Oyps (Exr.mas.8) =

d NTU m
oar + Raanm

Die dimensionslosen Schwankungen der Austrittstemperaturen sind durch die Gln. C.59

und C.60 gegeben:

—,l.aus.’\l(s) = éll}\l(éMz 1v3)

€ ~ €
= la3M (1 - e€1q'lM) f‘?,ein M(S) + . Cle2M (e_k‘“"” - 66“"1‘”) +
€1q,101 €1g10M T+ Ko, 1911
eclq'lMefl.einM(s) (C59)
. 1.
' !
2ausar(8) = /o Oops (Earsmar = 1, 8)dEny (C.60)
Conf €1g1M — 1| 5
= (gt DN (s)
Qonrr €igIM
— p—ko.1gn1 €1q. 1M
Conrs (—l + €d0/u) €1¢,2M 1 — e o B eflal 1 N
d k k
OM €1gan + Ko1gmM 0,1gM €1g,10!
-k NTU)pr
1 — e motan Yig2m (e— Ry ;w edom) +
3 NTU R
Koigar  doar + ﬁ
Cigasm
Coar doas\ €1¢,3M 1+ €1gum — €191M d =,
— [ — ) ) oM
d (=1 + e%M) +e 03 ein a1 (S)
OM €1g,1M €1g,1M

~

Tiq.20m
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= Tiganr + Prg2neBh in ne(5)- (C.61)

C.3 Gegenstrom

Die exakten Energiegleichungen B.15 bis B.17 lauten im Frequenzbereich fiir den Fluid-

strom 1:
8éllM N7 ! o' 0!
-1+ UIM)——an — (Niar + Nip) (Orpr — On)
’ — \/ ) — 7} -~
B (N{p 01MN1;\/1)(91M Ow ) = ramsfiass (C.62)

fiir den Fluidstrom 2:
N

86 ¥ ! N N
(1 + 02) =22 — (Noas + Nopg) Oz = Oar)

Z3% T .
(N — UzMN22/I)(92M - bwn) _ kanrsOins (C.63)
und fiir die warmeiibertragende Wand:
{M(élMs = Owr) L (Rypg 4 NI Boag — Bing) + (C.64)
N Ro,uas (Bans = Bwa) + (Nop + NéM)RQ,lM(éIQM —Oyr) = wustyy.

s
Die linearisierten Energiegleichungen B.18 bis B.20 lauten im Frequenzbereich fiir den

Fluidstrom 1:

65' 5 Al N’ \/ 7] 1] O -
- 851:: — N (Ohar = Owar) = (mang = D)Nina (Bins — Owar)Grne = minesing,  (C-65)
fiir den Fluidstrom 2:
8@' o Al ' \/ D, ] O g
85“4{ — Noar(Ohps — Oiyng) — (mang — 1) Norg (Banr — Ow )52 = kamstyy  (C.66)
A

und fiir die wirmeiibertragende Wand:

mineNine (i — Owne)oim + NlM(éllM - éIWM)+

mans Noar Ra v (Bons — Ow )52 + NoatRoan (Oyps — Owng) = war sy as- (C.67)

Mit Hilfe der Energiegleichungen fiir die wirmeiibertragende Wand werden aus den
Energiegleichungen fiir die Fluidstréme die Wandtemperaturen und deren Schwankun-

gen eliminiert. Die resultierenden exakten und linearisierten Energiegleichungen fiir die
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Fluidstréme werden dann in einer gemeinsamen Form dargestellt, Gl. C.68. Die exakte
und die linearisierte Version unterscheiden sich durch die Koeffizientenmatrix A M und
den Vektor Fs(€).

S g, v hoas€as
anar Gizaf M J1ME
o | = ] (C.68)
20 aaiym  Q22M 051 wg,2M€h°“5“
3 X . » L _
- A 9-*, }._.
=M '
0'¢r (1) m{én) am(Enr)

Das System inhomogener linearer gewohnlicher Differentialgleichungen mit konstanten

Koeffizienten, Gl. C.68, wird nach folgender Rechenvorschrift gelost [45]:

é‘/ﬂl(fhl) = eéMﬁAIEM + e—A-ME“ /e_éMEMf-;\,[(éM)dfM. (069)

Fir die Darstellung der Losung werden folgende Abkiirzungen aus Abschnitt A.3
benotigt:

_NuuNz_MRz,uw
Nips + NoarRo i
hors = (Rian — 1)NTUyyy.

]VTULM

il

Die Elemente der Koeffizientenmatrix fiir die exakten Energiegleichungen lauten:

—(Nyar + Nin) [RQ.lM(Nui + Napp) + WMS]

any = = - = - (C.70)
[MM + Nip, + Roam(Noas + Nijpy) + wMS] (14 0o1m)
_ Kias
1+ oy
Niy + N, R Nop + N
iy = (Niar + Nipg) Roam (Nomr + Ny ) (c.71)

[Nw + Nipp + Roang(Nops + Nbyy) + st] (1+01ar)
N N (N N!
Usinr = =72 W + EM)( 2M/+ 221) (C.72)
[A’W + Nips + Roanr (Noar + Nby,) + wMS] (14 ogar)
(Nias + Njpy + wars)(Noag + Nom)
[Nw + Nipr + Roun(Noas + Nijyy) + st] (14 o2nr)
Koprs
1+ 02]\/[.

Qoopr =

(C.73)

Fiir den Vektor F; muf unterschieden werden, ob das Warmekapazititsstromverhalt-

nis von Hauptstrom zu Umlaufstrom gleich oder ungleich 1 ist. Ist es ungleich 1, so gilt
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fiir die exakten Energiegleichungen:

" _ (Nuas + Niag) Roum (Niag Nons — Nyps Nuar)
AM — = — e y —
! s(Nins + Nom R im) [N1M + Njp + Roine(Nons + Nopy) + st] (1+01m)
(N!yy — ou Niar) Nor Ry 1-Riom 3 ~
- = y : : ¢ einM — Y ein C.74
$(Nips + NoyrRoan) (1 +01m) | 1= R1,2M€h"M( veindt = Gacin o) ( )
v _ (Nans + Niar) Ropnr (NiagNane — NopyNine)
oM = |——= — — - /
g S(NlM + NQMRQJM) [NIM + N{M + RZ,]M(NZM + N2M) + st] (1 + UQ]\,{)

(Preinnt — O2einnmr).  (C.75)

o (Now - oanrNart) Nim } 1 - Riom
s(Niar + NoarRoiar) (1 + 02nr) | 1 — Ryapehon
Ist Rjon =1, so gilt fiir die exakten Energiegleichungen:
(N + N{pr) (N]as Nang = NopyNir)
S(NlM -+ NQM) thM -+ N{M + N2M + NéM + UJMS] (1 + UlM)
_ (]Y{M - U_IMNIM)N2M 1
S(NlM + NzM)(l + UIM) 1+ NTUp
B (Nans + Ngag) (N{as Noar = NaprNiw)
S(NlM + NQM) [NlM -+ N{M + NzM -+ NéM -+ st] (1 + UQM)

_ (JYQM - U_2MN2M)N1M 1
S(NlM + NQM)(]. + 0'2M) 14+ NTUpm

d)g,lM =

(01 einmr — O2,ein 1) (C.76)

Vg oM

(gl,ein M — éZ,ein M) . (C??)

Die Elemente der Koeffizientenmatrix fiir die linearisierten Energiegleichungen lauten:

NIM(NZMR2,1M + wums)

= - — C.78

G Nim + NopRoam + wus S ( )
Nias NoprRour

_ i : C.79

12 Nin + NopyRo iy +wn s ( )
Ny Noy

, S _ C.80

dain Nim + NopRoim +wps ( )
Nim + N.

G22M (Nuns + wprs) Nape + KomS. (C.81)

Nia + NoaRoim + wnrs

Ist Ryon # 1, so gilt fiir die linearisierten Energiegleichungen:

N2 NomR 51 — 5
U)g,uw [( iMiVeMm 2,1M(m1MU1M m2M02M) (C.82)

Nias + NoarRom) (Niar + NoagRoaas + wirs)
(mam — 1)N11»{N2M32,1M51M] 1— Ryom
Niy + Nop Roam 1 — Ryapehom
{ Nine N2y Ro i (minGim — ManGanr)
(Niar + NoagRoinr) (Ning + NoseRa v + wis)
_(may — 1)]Y1MN2M52M} 1—-Ryom

(gl,ein M — g?,ein M)

wg,QM

NlM + NQMRQJM 1 _ R1’2Meh0M (el,einM - 92,ein M) (083)
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Ist Ryop =1, so gilt fiir die linearisierten Energiegleichungen:

" _ [ NE Nop(min&inm —_szézM) _ (man =~ 1)‘5/'11\11\721\1511&1]
o (Niar + Nopg) (N + Noar + wigs) Nip + Nopg
1 - _
—— (0 einM — 6 ein C.84
1+ .NTU;]U( Lein M 2 M) ( )
o _ [ Niar N3y (maagGiae — monGonr) _ (man - 1)!\’1,\1_7\721\,&21”]
T (N + Nopt ) (Nins + Nops + wars) Ninr + Noag
1 _ _
——(f inM 6 ein . C.85
1+ NT[JYI[M( lein M 2, M) ( )

Durch die Anwendung der Rechenvorschrift C.69 flielen die Eigenwerte der Koeffizien-

tenmatrix
1 2
Pom = 3 (0111\1 + agonm + \/(allM — agom)? +4aizpazy ) und  (C.86)
1 2
Poarr = 3 (allM + Qznm — \/(allM —anm)?+ 4a12M(121M> (C.87)

in die Losung ein. Die Abhéngigkeit der Losung von der Ortskoordinate &3; kommt in

folgenden Hilfsfunktionen zum Ausdruck:

Po2rr E Po1asnr
Poime — Po2m €
Yorr(€nr) = (C.88)
Poir — Po2n
ePoiménr ePo2m€n

) = C.89
Yinr(€ar) P — (C.89)

e(horr —poiar)én

Birs(Em) (C.90)

(Potm — hoar) (Porm — Poanr)
elhor —poant Jéar

Banr (Enr)

) C.91
(Poam = hoar) (Porm — Poanr) ( )

Das Feld der dimensionslosen Temperaturschwankungen des Fluidstroms 1 ist im Fre-
quenzbereich durch die folgende Gleichung gegeben, in der noch die unbestimmten

Konstanten c¢;a; und cops enthalten sind:

Oiar(€ar-8) = (anaryiar + Yoar)Cim + @uanrYineCans + (@ariaryiar + Yoar)
[(—a1ar¥ganr — @128 Wg2nr + Poam ¥y in) Bins+
(aniar + aonp¥gon — PornrWgins)Bant] + @ransying
((—a21nmg,10r — Q22mWg2nr + PoamsWgant) Bias+

(a2imWg 1 + a2amWgant — PormWg,2ns)Bont] - (C.92)

Am Eintritt des Fluidstroms 1 in den Wirmeiibertrager gilt:

9—111\1(0>3> = auMm+
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[(—ay10%g1m — Q1201 ¥g2nr =+ DoasePgane) Bia (0)+
(@110 + GramWg2nr — Porm¥g,inr)Pare (0)] - (C.93)

Bei &)y = 0 wird die dimensionslose Schwankung der Eintrittstemperatur des Fluid-

stroms 1 vorgegeben. Diese Randbedingung lautet im Zeitbereich

0'10(0,7) = 0'1,einm(T) (C.94)
und im Frequenzbereich

610 (0,5) = éll,einM(5)~ (C.95)
Gleichung C.95, in Gl. C.93 eingesetzt, ergibt die unbestimmte Konstante cia zu

a1y in + aromWoan + PomPginm — PomVPgim — Poam¥gam
(poinm — honr) (Pozns — hom)

M = éll,ein]\{ -
(C.96)

Die dimensionslose Schwankung der Austrittstemperatur des Fluidstroms 1 betrégt

0y (1s) = (anmna(1) +vom(D)ewnr + arzmmm(Deam + (@uimmm (1) + von (1))
[(—anm¥gim — Gram¥gonr + Poansgin) Biar (1) +
(a110m + @1280%0g 201 — Porm W) Bane (1)] + aramryiae (1)
[(—aom¥gim — a2am¥gon + DozneWPgonr) Biae (1)+
(ag1negim + Qz2neWgant — PormWgan)Bare(1)] (C.97)

Das Feld der dimensionslosen Temperaturschwankungen des Fluidstroms 2 ist durch

éle(fM, s) = anmyimCinm + (GoamYim + Your)com + (azomyim + Yo)
[(—anm¥g 1M — G2amWg2am + PozmPgam) B+
(a21mWgam + GoamWgan — PormWPg2ne)Bane] + G21m V1M
[(—anm¥gim — a12mVPg2nr + PoamPgn) Biamr+

(a11mUg 10 + Gram¥Pgam — PormPg,1nr)Ban] (C.98)

gegeben. Am Fluideintritt gilt

I1g.2M

A

Dhae(l,8) = ,(a22M’YlM(1)+'YOM(1))CQM+

agimyim (D) einr + (azamryine (1) + vore(1))
[(—a21agim — G22mWgam + Dozns W) Bima (1) +

(a1 1m + Q22 Wg2ns — Pormrgan)Bane(1)] + azimYim (1)
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[(—a11mYg,10 — Q120U 201 + Po2ns¥gia1) Bras (1)+
(annmtg1ar + @12a1¥g,20 — Porm¥g,1ar) Bare (1)) (C.99)

Lganr

= Tgim +Tgancans. (C.100)

Fiir die dimensionslose Schwankung der Austrittstemperatur des Fluidstroms 2 gilt:

9.123\1(0~ s) = cart
[(—a2imWganr — G22a1¥g2anm + Doame g2 ) Buiar (0)+

(@21 ¥gam + Goanrgom — Porm¥gan)Banr (0))] (C.101)

- v
~

Fg.an

= conr + Tg3nr (C.102)

Die Abkiirzungen I'g1ar g 2ar und I'g3pr sind eingefithrt worden, um die Bestimmung

der unbestimmten Konstanten ¢y, kompakt darstellen zu kénnen.

Die Gleichungen dieses Abschnitts sollen nicht nur fiir die Berechnung des zusammenge-
schalteten Systems, sondern auch fiir die Berechnung eines einzelnen Wirmeiibertragers
verwendet werden konnen. In diesem Sonderfall kann bei €3, = 1 die dimensionslose

Schwankung der Eintrittstemperatur des Fluidstroms 2 als Randbedingung

O orr(1,7) = 02 einar (1) (C.103)
im Zeitbereich bzw. im Frequenzbereich als

B'anr(1,8) = 0'gein p(s) (C.104)
vorgegeben werden. Damit betrigt die Konstante

1 )
Con = m (gz,einhl - Pg,lM) . (ClOO)

C.4 Verbindungsleitung

Die exakten Energiegleichungen B.21 und B.22 lauten im Frequenzbereich fiir den
Fluidstrom
Y

06 N 1 n' o' 0’
—(1+09) 8(21311 = (Nanr + Noypg)(Ogpg = Ourpg) = KamrsOopy (C.106)
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und fiir die Rohrwand
(Naar + NéM)(éle - é{/VM) = WM*Sé{/VM‘ (C.107)

Die linearisierten Energiegleichungen B.23 und B.24 lauten im Frequenzbereich fiir den

Fluidstrom _
—862M - NZM(~;M - ~%/VM) = KQMS@IZM (C.108)
OCm
und fiir die Rohrwand
NZM(~12M - é{/VM) = WMSé{}VM- (C.109)

Fiir die Berechnung in diesem Abschnitt sei die dimensionslose Schwankung der Ein-

trittstemperatur des Fluids vorgegeben:
Byr (Car = 0,7) = B ginng (7). (C.110)

Die Randbedingung C.110 ist eine Hilfsgleichung. Die dimensionslose Schwankung der
Eintrittstemperatur des Fluids bleibt unbestimmt, bis die Kopplungsbedingungen ver-

wendet werden. Gleichung C.110 lautet im Frequenzbereich

G;M(C = 07 S) = 912,einM(s)' (Clll)
Das Feld der dimensionslosen Temperaturschwankung ist im Fall der exakten Energie-

gleichungen durch

(Nam+Njy Jwns
(Nopr+Nop ) +wms

1+C72

+ KomS

Oynr(Cory 8) = exp | — CM} é;,emM(s) (C.112)

gegeben und im Fall der linearisierten Energiegleichungen durch

NQMLUMS

— A '
Nop + wyps + KzMS) CM:l 92,ean(S)- (C.113)

Oyps(Car,y 8) = exp [— (

Die dimensionslose Schwankung der Austrittstemperatur des Fluids ist im Fall der

exakten Energiegleichungen durch

012.ausM (3) = 9I2M(<M = 11 3) (C114)
(N +Nopdwnms
(N:[V!M'*'N;M)'i'u?lMs + Kam'$ Al
= €xXp |- 1+ o, 2,einM(s)
Gm(s)

= GMé;,einM(s)
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gegeben und im Fall der linearisierten Energiegleichungen durch

é:?,ausM(s) = é;M(CMz ].,S) (0115)

N2MU)M3 At
= exp|— | =——————+KopS || 0, ; r (s
p|: (N2M+(UMS 2M 2,emM( )

G (s)
= GMelz,einM(s)-

C.5 Kopplung

C.5.1 Zwei gekoppelte Kreuzstrom—Wirmeiibertrager mit quer-

vermischtem Umlaufstrom

Die Kopplungsbedingungen 4.102 bis 4.105 lauten im Frequenzbereich:

02i(nr =1,8) = 09.(¢ =0,5)

) ( )
él2r(<r =1, S) = 9~'211(77H = 01 S) (C117)
) ( )
) ( )

= él?l(gl = 0, S)

w

0511 (n1s = 1,

0u(C=1,5) = 6y(n =0.5).

Mit den GIn. C.34, C.114 und C.115 wird aus den Kopplungsbedingungen ein Glei-
chungssystem zur Bestimmung der beiden unbekannten Eintrittstemperaturen 6} ;. (s)

und é‘lz,einll (S) :

[F%ll + P2q,219—£,ein1(3)] G, = é;,einll(s) (C.120)
[F2q,111 + Iﬁ2q,211@2,emu(5)] G = é;,ein[(s)' (00121)

Die Losung des Gleichungssystems ist:

(Cogarr + Togiloq2n1Gr)G

0 s = C.122
Zeint 1 = Tog T2 211G G ( )

A (Pogar + Togn1il2g,21G1) G

., o= 112 2, . C.123
Bl 1= Tag21T2211G- Gl ( )
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C.5.2 Zwei gekoppelte Kreuzstrom—Wérmeiibertrager mit quer-

vermischten Hauptstromen

Die Kopplungsbedingungen 4.114 bis 4.117 lauten im Frequenzbereich:

09 (¢ =0, 8) C.124)

/01 021 (Er,mr = 1,8)dé = (

O arr(&rr,mir = 0,'5) (C.125)
(
(

02 (¢-=1,8) =
1.
/0 O or1(&rr, i =1,8)d&r =

é’Ql(Q = 1, S) =

0'2(G=0,s) C.126)

0'21(&r,m1 = 0, 5). C.127)

Mit den Gln. C.60, C.114 und C.115 wird aus den Kopplungsbedingungen ein Glei-
chungssystem zur Bestimmung der beiden unbekannten Eintrittstemperaturen ég,e,.n (9)

und él?,ein[[(s):

[Digr + T10218ins ()] Gr = B gints(5) (C.128)
[qule + qu,ﬂlé;,emn(s)] Gy 9~'2,em1(8). (C.129)
Die Losung des Gleichungssystems ist:
5 (Trgarr + Tig1il1g,201Gr) Gy
é,... : - La, C.130
Zenl 1- qu,2lrlq,211GrGl ( )
n' (I‘lq 1/ + rlq lllrlq QIGI)Gr
0, i = : ATL 19, . C.131
Zemll 1 —Tig2rT1g201GG ( )
C.5.3 Zwei gekoppelte Gegenstrom—Wirmeiibertrager
Die Kopplungsbedingungen 4.126 bis 4.129 lauten im Frequenzbereich:
Oar(ér=0,5) = Gu((=0,s) (C.132)
0or(G=1,5) = Oor(ér=1,5) (C.133)
0ar1(Er =0,5) = 05(¢ =0,9) (C.134)
Ou(G=1,5) = 0y(&=1,5) (C.135)

Mit den Gln. C.99, C.101, C.114 und C.115 wird aus den Kopplungsbedingungen ein

Gleichungssystem zur Bestimmung der beiden Konstanten co; und coz:

(cor +Tga1)G1 =
(corr + Tgarr)Gr =

Lo+ Tgarrcarr

Tyar+ Dyarcar.

(C.136)
(C.137)
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Die Losung des Gleichungssystems ist:

Lg31GrGr+ (TgoariTyarr — Tgarr) Gr — TgaiTgonr
e = Lo 211y, , , C.138
! Lgoilgorr — GG, ( )
F9,3116;rG'l + (rg,erg,SI - I-‘g,ll) Gl - I‘g,lllrg.Zl

Corr =
Lgoilgorr — GGy

(C.139)
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D Finite—Differenzen—Gleichungen

Um die Gleichungen iibersichtlich darzustellen, wird der Laufindex M = I,1] .7y 1
der das Untersystem kennzeichnet, fortgelassen. Bis auf o, und A7 sind alle Symbole
mit diesem Laufindex zu versehen. Die Art des Untersystems geht aus der jeweiligen

Abschnittsiiberschrift hervor.

D.1 Einseitig quervermischter Kreuzstrom (Hauptstrom un-

vermischt, Umlaufstrom quervermsicht)

D.1.1 Hauptstrom

,o+1

Die Werte an den Gitterpunkten 011 1 io1...mks1 werden durch die Randbedingungen

yoooy

vorgegeben.

Die Werte an den Gitterpunkten (i =2,...,nF+1,57=1,... ,m* +1) werden mit dem

Wendroff-Schema berechnet:

1 7 1
ktl k+2 N k+3 5 ] ‘k+1 gk 'k
9 - f(al 2’N17K‘1’N1 2’61. 1,19W. 1_59 . 9 . 9

Li; i-}.i i} lioy;0 Y lic10 7l
'k+1 'k 'k 'k+1 k
GE GOk 6 Ak, A)
- =2¢,2 0 'k+1 4 9 + 9 40 "k+1
= Wi, T 0w, wi; T w,

Z2g,1 + Z2g,2 T 22¢,3

Loy

Z2g,1 T S22 T 2243

Z2q,1 — S2¢2 T Z2¢3 o'k
lic1,;

Zog1 :2q 2 + :2q,3

_:2q, — Sgg2 + S0 0, 'k
Lij

—'2q 1+ -2q 2+ -42q,

e L) (D-1)

D091 T Z9g2 + Z2¢3 T

Abkiirzungen:

Soer = 2140 B)AT (D.2)
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qu’Q = (N1+N;k+§)AkaT (D3)
Eags = 2OE (D.4)
She = AT FTIN At AT (D.5)

D.1.2 Gasférmiger Hauptstrom

. . . rk=1,...,0+1 . .
Die Werte an den Gitterpunkten 91i:1,j=¥t.,m“+l werden durch die Randbedingung

vorgegeben.

Fir (1 =2,5 =1,...,m*+1) wird ein Differenzenschema verwendet, bei dem die Orts-
ableitung der dimensionslosen Temperaturschwankung durch eine einfache Riickwérts-

differenz approximiert wird:

0/112‘, = f(of, N, N6y, 0u, 9;52'1" £8)

=2q,6

1
k
- p 9W2 +
WJ
—2q,5 + —2q,6
=2¢,5 ko
Zogs T Z2g6 Y
E?q,? A A .
:—:'—'—(912‘]. - 9W2'j)1. (D6)
Z2¢,5 T Z2¢,6
Fiir (i = 3...., nf+ 1,7 =1,...,m* + 1) wird ein Differenzenschema verwendet, bei

dem die Ortsableitung der dimensionslosen Temperaturschwankung durch die Drei-

Punkte-Formel approximiert wird:

6F = Flof. NNk By, 0w, 08, 6F 6k A6
= _______252(7,6 ,k, —

352(1‘5 + 232(]’6 Wiy
52(],5 Ik

= = -+

3:2(1‘5 + 2:2q,6 Li-z,
4E2q’5 Ik _

3_:.2‘1'5 + 2_:_,2(],5 -y
2=947 _ _

——(6,, . — Ow. ). D.7

32205 + 2:2q,6( iy = Owiy) (D.7)

Abkiirzungen:

Equ = 1+ O'{c (D8)
Za6 = (N1 +NF)AE (D.9)
So1 = (N —ofN)AE (D.10)
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D.1.3 Umlaufstrom

Die Werte an den Gitterpunkten j = 2 werden mit dem FTBS-Schema berechnet:

"k 1 rk
. 14+0f AT /0 AT , D D
k+1 _ 2 = _ 2 k k
- L2 -2 e -
"k
A’T _ Z n +1
_’{—2 (N2 - O'2N2) (022 -_'I’Lic—_ 922 (Dll)
Die Werte an den Gitterpunkten (j = 3,...,m+ 1) werden mit dem Wendroff-Schema
berechnet:
'k k+1 o 'k+3 7 = 1k
92j+1 = f(0'2 2 NQ,KQ,NQ 2’92j_%,9w1 1,02] 1,923 l’ej’
9&3;1_1, 9W”, 1,0V'f,i,j , gv’;,f]l Art, A7)
1",k '
B -:Zq,8 Z n +1 ( vl‘c/—i—jl_1 + 0‘/1131 + GW, + 9k+1) .
Z9¢,8 T Z2¢9 + Z24,10 nk
i?q,s - izq,g - qu,lO 9'21;:1 n
:2q8 +:2q9 +:2q10 !
Zog8 — Z2g9 t+ -—'2q,100 k
~2qs +~2q9 +-—'2q10 21
—Z2g,8 — S2g,9 T 24,10 gk _
Zog,8 + S2g,9 + S2g,10 %
1ok
- Z n +1 .
Z9g,11 =
= e b , — —;—’ : (D.12)
Z2g8 + 2299 T Z2g00 | 772 n
Abkiirzungen:
- k+3
Sags = 2(1+0, 2)AT (D.13)
—_ N el
Zage = (Na+ N, "H)AnFAT (D.14)
EZq,lO = QKQAT}k (D15)
- Tk4 L k+i —
Saenn = 4Ny =0y PNy At AT (D.16)

Die Werte an den Gitterpunkten j = 1 ergeben sich aus der Kopplungsbedingung.

D.1.4 'Wandgleichung

Die Werte an den Gitterpunkten (i = 1,...,n¥+1,5 = 1,...,mF 4+ 1) werden mit dem

FTBS-Schema berechnet:
AT
9  k+1 —
w‘ WJ w [

Nk (0, - 0,,)+(N1+N1’°)(0'1i -0k )+
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N;kRzJ (ézj - B—M’,,]) + (N2 + Nék) Ray (9,2}; - 01"};‘3.;‘)]
+9”” (D.17)

D.2 Einseitig quervermischter Kreuzstrom (Hauptstrom quer-

vermischt, Umlaufstrom unvermischt)

D.2.1 Hauptstrom

Y !o+ 1

Die Werte an den Gitterpunkten 011 ] werden durch die Randbedingungen vor-
gegeben.
Die Werte an den Gitterpunkten ¢ = 2,...,n* + 1 werden mit dem Wendroff-Schema
berechnet:
ke k43 o k+3 5 A
916+] f(O' 21N1a’{'laN1 27911_579”’. % H{Cﬁl»gl, 1’911:"
k+1 gk k 1
gufl, 0w, 1 19H " Af AT)
" k 1. 'k
~ =102 m +1 (9 k+1 + 0*’:—1,1 + ew + 9‘k+1) .
Elq,l + Elq,? + Elq,3 mk
~lg,l T =1g,2 T =1g,3 gk+1
= = = iy
Z1g1 + =1g22 + =13
Zilg1l — Zig2 + =
1q,1 1q2 1q361‘ 1+
—-lql +—-1q2 +-'lq3
— i1 — ~—1q 2 + ~—'1q,'39'k
oy 1,
i1+ Zig2 + g3
= S A
= -4 6, | ——7—7" ) (D.18)
Zig1 t 2192 T 213 -7 m
Abkiirzungen:
_ k+3
Zi1g1 = 2(1+01 )AT (Dlg)
- S "k+3
S = (M +N"THagnr (D.20)
Sig3 = 26O (D.21)
- 'y L k+d —
S = 4N TN A AT (D.22)
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D.2.2 Gasformiger Hauptstrom

1 k=1,...,0+1

Die Werte an den Gitterpunkten 6,,_; werden durch die Randbedingung vorge-

geben.

Fiir 7 = 2 wird ein Differenzenschema verwendet, bei dem die Ortsableitung der di-

mensionslosen Temperaturschwankung durch eine einfache Riickwértsdifferenz appro-

ximiert wird:

'
k
oy,

= f(afv Nl’ N;ka élz.jfe_Wz,j,e;/llcfz,j, Af)

"m+1 n'k
Zj:l 9

=1g,6 W j +

Sig5 + Z1g6 m

“1g,5 'k
= + = 011
—1¢,5 T —1g,6
- "m+1 p
—1q,7 (9— ijl 0W2,j
- = Y1, = 7
=1¢,5 + Z1g,6 m

). (D.23)

Fiir s = 3,...,n*+1 wird ein Differenzenschema verwendet, bei dem die Ortsableitung

der dimensionslosen Temperaturschwankung durch die Drei-Punkte-Formel approxi-

miert wird:

’
ko _
oF =

Abkiirzungen:

k A 'k p P 'k 'k 'k
f(alaNlaNl 9011"9Wg‘ja91i_2$61i_laewiaAg)
— Ilm+l Ik
2146 241 O,

3:.1(115 + 2:.1%5 m

Z1g,5 'k
3= + 2= 01;'—2 +
—1q,5 —1q,6

4:1‘]15

_:_—:__H'k -
3:1(1’5 + 2:1(1,6 -1
"ok Y
2=147 5 T O,
_—-:——__’—r——— 6 —_— ——L“—i . D.24
3:1‘1,5 + 2:1%5( L mk ) ( )
Sl = l+of (D.25)
Z6 = (N1 +NFAE (D.26)

S = (N —ofNy) AL (D.27)
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D.2.3 Umlaufstrom

Die Werte an den Gitterpunkten (i = 1,...,n¥ + 1,j = 2) werden mit dem FTBS-
Schema berechnet:

0;-1:':1 _ 1 :205% (9;1“2 912’161) - % (N2 + N;k) (g;kg _ 9;{(‘ 2)
“% (Nék - 051\72) (9—21-,2 - gwm) + 9;15.2' (D.28)

Die Werte an den Gitterpunkten (i = 1,...,n¥F+1,5 = 3,...,m* + 1) werden mit dem
Wendroff-Schema berechnet:

1 ’ 1
Tkt 1 _ k+§ O ‘C+E = = 'k+1 'k 'k
62,,) - f(UZ 3N2a'{2aN2 ’02,,,_,1,’QW,',_,}’02;,;-!’021'.;-1’92-,;’
"k+1 'k 'k k41 k
9&1',_]_1 ) 9W,.‘J._l ) 0”‘3.; ) gw,.] ANt AT)
=1g.8 ’ 'k ’ "kt
= e (A e, O, ) +
Z1¢,8 T Z1¢,9 T 214,10 ' k k '
Z1g8 — 21 ,9—51 10 4k
== =0+
Z1¢8 + Z1g9 + Z1g,10
Z1¢.8 — =1¢,9 T 214,10 4k +
2ij-1

Z1g8 T Z1¢,9 + Zag,10

=198 T S1g9 T S1g,10 gk

= = = 2;,
Z198 + 2199 T 21900

Zig (82, =B, ). (D.29)

Z1g8 T 2199 T Z1g,10 3

Abkiirzungen:

Zs = 2140 h)Ar (D.30)
Sig9 = (N2+N;k+%)AnkA’r (D.31)
Sig0 = 2mA7° (D.32)
S = 4T - o ) Antar (D.33)

Die Werte an den Gitterpunkten (i = 1,...,n* + 1, = 1) ergeben sich aus der Kopp-
lungsbedingung.
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D.2.4 Wandgleichung

Die Werte an den Gitterpunkten (i =1,...,nF+1,5=1,..., mF +1) werden mit dem
FTBS-Schema berechnet:

AT

b = TN (O - 0w,) (R V) (62, - 0, )+
Nyt Ry (8o, — B, ) + (o + N;¥) Bay (6 — 635,
+HOF . (D.34)

D.3 Gegenstrom

Beim Gegenstrom ist zu beachten, daf} in jedem Zeitschritt fiir jedes Fluid auf einem ei-
genen Netz gerechnet werden muf}, wenn die Stromungsgeschwindigkeiten unterschied-

lich grof} sind.

D.3.1 Hauptstrom

. ) k=1, . .
Die Werte an den Gitterpunkten 911.:11 **! werden durch die Randbedingungen vor-
gegeben.
Die Werte an den Gitterpunkten i = 2,...,n%¥ + 1 werden mit dem Wendroff-Schema
berechnet:
1 k+l — 'k+—1- - - 1 ’ ’
O = f(o,T?, Ni, k1, N “’,91,-_,1,’9W,~_,1,’91'fff, oF o,

'k+1 p'k 'k pk+1 k
ewi_l,ewl_l,owi,ewl yANET, AT)

= 2 1l 'k ’ ’
= 22— (0 0k 0k, 05T ) +
— 1 + - 9 + — 3 i—1 i—1 i 1
_’gY »_.Jg’ ‘—‘g)
Zg,1 T S92 T =93 glk+1
= 4= .+ = 911’—1 +
—g,1 T —g,2 T —g3

Sg1 — =921 g3 o'k
1,

— — = +
g1t g2t 23

_:g?l - :972 + :‘9)3 elk
= = = L
Sg1t g2t =g3

=g,4 (éli— L= G—Wi—%)' (D35)

Zg1 1t Zg2 + 2,3 kd




Abkiirzungen:

.-‘g‘l
9.2
—g,3

-.«934
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= 21+ hAr (D.36)
= (M + NHagar (D.37)
= 2k AEF (D.38)
= 4N SN A Ar (D.39)

D.3.2 Gasférmiger Hauptstrom

— . =
Die Werte an den Gitterpunkten 8,,_,

geben.

" werden durch die Randbedingung vorge-

Fir «+ = 2 wird ein Differenzenschema verwendet, bei dem die Ortsableitung der di-

mensionslosen Temperaturschwankung durch eine einfache Riickwirtsdifferenz appro-

ximiert wird:

Firi=3,...,

!
k
0y,

f(afv Nla N;ka 9127 914’2» 9;/’1‘1’27 Ag)

‘*g 6
014

g5t = =9.6
29'5 Hlk _
Zg5t g6

—:—-ﬁ”___—ﬁ(eb — B,). (D.40)
Hgi _’gl

,n¥ +1 wird ein Differenzenschema verwendet, bei dem die Ortsableitung

der dimensionslosen Temperaturschwankung durch die Drei-Punkte-Formel approxi-

miert wird:

Abkiirzungen:

'k
0,

i

017 ]vk 01,36”"»9

1, Q’Ofﬁl’e;lf’,?Ag)

2__,,'6 .

— = 14
3:_,1‘5 + 2:9,6

Z95 'k
P — +
395+ 25,6 72
4= 5 T
359‘5 -+ 259,5 L1
2= = 5
2T (6, — ). (D.41)

329'5 + 2:'9,6

S5 = l+oF (D.42)
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S = (N1 +NFAE (D.43)
Z,7 = (N —of )AL (D.44)

D.3.3 Umlaufstrom

Die Werte an den Gitterpunkten i = nf werden mit dem FTBS-Schema berechnet:

gE 1+af AT (g’k _ gk ) _4r (N2 +N;’C) (9’2’;2 - 0;’{,”2)

2n2 '{'2 Aé‘k 2712+1 2n2 K}2
AT - = '
k k =
. (N - (72N2) (92n2 - 6Wn2) + 02m. (D40)
Die Werte an den Gitterpunkten i = 1,...,n% — 1 werden mit dem Wendroff-Schema
berechnet:
kvl _ k3 5 'k 'k+1 o'k 'k
62, - f(U ? N27K2aN2 02 170W+1a92+1702+1792,—7
’k+1 g k+1
9 OW’9W+17 W+11A§27AT)
— Hg,S k+l k+1
T Z,84+Z.9+Z2 (9 +9W+9W+1+9W1+1)
-g 8 ~g 9 ug 10
w9 8 — ~y 9+ ~9,109
2;
—'98 +_gg +._,g 10
Hg,8 — -'9,9 + ~g,10 'k
= = = 2
—g,8 + —g,9 + —g,10 e
=g9,8 ~ =99 T S9,10 o'k+1 _
= = = 2
Zg8 T 29+ Zg10 s
—g,11 it A
= = = <02i+1 - 9Wi+1) ’ (D'46)
Zg8 T =991 Zg,00 z z
Abkiirzungen:

Z,6 = 2(1+0r AT (
S0 = (Ma+ NSTH)AgE AT (
So0 = 2KkaNEE (D.49
S = 4N - of i) AgAr (

Die Werte an den Gitterpunkten 7 = n¥ + 1 ergeben sich aus der Kopplungsbedingung.
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D.3.4 Wandgleichung

Die Werte an den Gitterpunkten i = 1,...,n¥ + 1 und i = 1,...,n% + 1 werden mit
dem FTBS-Schema berechnet:
’ AT — ’ ' ’
ot = — [NF (B —bw) + (N + V) (61 - 635, ) +
]V2 Rg,l (égl - éw]) + (Ng + N;k> R2,1 (0;’:’ — 9;{5‘)]
+0if-. (D.51)

D.4 Verbindungsleitung

D.4.1 Umlaufstrom

Die Werte an den Gitterpunkten ¢ = 2 werden mit dem FTBS-Schema berechnet:.

o7 = T 0 - o) - ST (R NF) (0 - 0) 4 0. (D)

K2

Die Werte an den Gitterpunkten i = 3,...,nf 4+ 1 werden mit dem Wendroff-Schema
berechnet:

kvl k+3 "k+1 g’k
Hgl—r = f( 2 NQ,I{Q,N 2 02 ],9

|ly

Hiffll 6": -1 0l HWZH'r AC ’ AT)

'k
Oy, s

. -1,2 "k+1 'k 'k+1
= = — — (047 + BM + GW +0457) +
itz 2 ( =l e )

e S - 23
= 62’°“ +
Stz + =

=01 - ~1,2+~1,30'k n
21—]

a3 W =T R o B

—T, =S +55
12T T3 gk (D.53)

it e+ S
Abkiirzungen:
1
S o= 21+a AT (D.54)
_ Tt L
Z2 = (Na+ N ackar (D.55)
s = 2rNCF (D.56)

Die Werte an den Gitterpunkten ¢ = 1 ergeben sich aus den Kopplungsbedingungen.
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Die Werte an den Gitterpunkten i = 1,...,n* + 1 werden mit dem FTBS-Schema

berechnet:
DT

'k+1 __
O, = -

(No+ NF) (65 — 63f,) + 64, (D.57)
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